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×L2(0, T ; BV (Ω)), òà äîâåäåíî iñíóâàííÿ å�åêòèâ-íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðîçãëÿíóòî¨ çàäà÷i âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ íà ìåðåæi.Êëþ÷îâi ñëîâà. Òðàíñïîðòíèé ïîòiê íà ìåðåæi, ãiäðîäèíàìi÷íà ìîäåëü, âåêòîðíà îïòè-ìiçàöiÿ íà ìåðåæi, iñíóâàííÿ å�åêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.1. ÂñòóïÍà ñüîãîäíi ïðîáëåìà êåðóâàííÿ òðàíñïîðòíèìè ïîòîêàìè íà ìåðåæàõ,îñîáëèâî ó âåëèêèõ ìiñòàõ, ñòà¹ âñå áiëüø àêòóàëüíîþ. Çáiëüøåííÿ êiëüêîñòiòðàíñïîðòíèõ çàñîáiâ ïðèçâåëî äî ïåðåâàíòàæåííÿ ìiñüêèõ äîðiã, áàãàòîãî-äèííèõ çàòîðiâ, ïåðåøêîäæàííÿ ðóõó ïiøîõîäiâ, çàáðóäíåííÿ íàâêîëèøíüîãîñåðåäîâèùà òîùî. Òîìó äîñëiäæåííþ òà àíàëiçó òàêèõ ïðîáëåì ïðèñâÿ÷åíàäîñèòü øèðîêà ëiòåðàòóðà (äèâ. [1, 4, 5, 6, 15℄). Çîêðåìà, áiëüøiñòü iñíóþ÷èõðåçóëüòàòiâ, êîòði òîðêàþòüñÿ îïòèìiçàöiéíèõ çàäà÷ íà òðàíñïîðòíèõ ìåðå-æàõ, ñòîñóþòüñÿ çíàõîäæåííÿ íåîáõiäíèõ óìîâ îïòèìàëüíîñòi òà ìåòîäiâ ïî-áóäîâè îïòèìàëüíèõ çàêîíiâ ðåãóëþâàííÿ òðàíñïîðòíèõ ïîòîêiâ çi ñêàëÿðíè-ìè ïîêàçíèêàìè âàðòîñòi (äèâ. [3, 11, 12℄).Îñíîâíèì îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ó äàíié ðîáîòi âèñòóïà¹ ìàêðîñêîïi÷íàìîäåëü òðàíñïîðòíîãî ïîòîêó íà ìåðåæi. Ââàæà¹òüñÿ, ùî ìåðåæà ñêëàäà¹òüñÿiç ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi äîðiã, ÿêi ç'¹äíàíi ìiæ ñîáîþ ïåâíèìè âóçëàìè (òî÷-êàìè ñïîëó÷åííÿ). Íà êîæíié îêðåìî âçÿòié äîðîçi ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ðóõòðàíñïîðòíèõ çàñîáiâ ïiäêîðÿ¹òüñÿ òàê çâàíîìó ãiäðîäèíàìi÷íîìó çàêîíó çáå-ðåæåííÿ, ÿêèé ïðèçâîäèòü äî ðîçãëÿäó íåëiíiéíî¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ïðè öüîìó �àêòîðàìè êåðóâàííÿâèñòóïàþòü ïàðàìåòðè, ÿêi ðåãóëþþòü òðàíñïîðòíèé ïîòiê ó âóçëàõ òàêî¨ìåðåæi.Íà âiäìiíó âiä íèíi iñíóþ÷èõ ðåçóëüòàòiâ (äèâ., íàïð., [3, 11, 12℄), áóäåìîââàæàòè, ùî ÿêiñòü êåðóâàííÿ òðàíñïîðòíèì ïîòîêîì íà ìåðåæi âèçíà÷à¹òü-ñÿ íåñêàëÿðíèì âiäîáðàæåííÿì ó ïðîñòið L2(Ω), óïîðÿäêîâàíèé çà êîíóñîì Λ
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Ï�Î �ÎÇÂ'ßÇÍIÑÒÜ ÎÏÒÈÌIÇÀÖIÉÍÎ� ÇÀÄÀ×I ÍÀ ÌÅ�ÅÆI 133äîäàòíèõ åëåìåíòiâ. Çà öèõ ïðèïóùåíü ïîêàæåìî, ùî ïîñòàâëåíà çàäà÷à âåê-òîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ òðàíñïîðòíèõ ïîòîêiâ íà ìåðåæi äîïóñêà¹ iñíóâàííÿ òàêçâàíèõ å�åêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i.2. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà ïîçíà÷åííÿÓ öüîìó ïàðàãðà�i íàâåäåìî äåÿêi âiäîìi �àêòè, ÿêi ñòîñóþòüñÿ �óíêöiéç îáìåæåíîþ âàðiàöi¹þ, òðàíñïîðòíèõ ìåðåæ, âåêòîðíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíüòà ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ.Íåõàé J = (a, b) (a < b) çàäàíèé iíòåðâàë â R. �îçãëÿíåìî �óíêöiþ f :
J → R òàêó, ùî f ∈ L1(J). Òîäi ïîâíîþ âàðiàöi¹þ �óíêöi¨ f íàçèâàþòü
Tot. Vj(f) = sup





n∑

j=1

|f(xj) − f(xj−1)| : m ∈ N, a < x0 < x1 < · · · < xm < b



 ,äå xj ∈ J, j ∈ {0, . . . ,m}.Îçíà÷åííÿ 1. Áóäåìî êàçàòè, ùî �óíêöiÿ f ∈ L1(J) ¹ �óíêöi¹þ ç îáìåæå-íîþ ïîâíîþ âàðiàöi¹þ íà J , ÿêùî iñíó¹ êîíñòàíòà K òàêà, ùî Tot. Vj ≤ K.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç BV (J) ìíîæèíó âñiõ äiéñíèõ �óíêöié f ∈ L1(J) ç îáìåæå-íîþ ïîâíîþ âàðiàöi¹þ íà J .Çàóâàæèìî, ùî ïîâíà âàðiàöiÿ �óíêöi¨ f ¹ íåâiä'¹ìíèì ÷èñëîì. ßêùî

f ∈ BV (Ω), òîäi f : J → R îáìåæåíà ìàéæå ñêðiçü íà J . Îáåðíåíå íå âiðíî.� åêâiâàëåíòíèìè òàêi òâåðäæåííÿ (äèâ. [9℄):(i): f ∈ BV (Ω);(ii): f ∈ L1(J) òà |Df | (J) := sup

{∫

J
fϕ′dx : ϕ ∈ C1

0 (J), |ϕ| ≤ 1

}
< +∞;(iii): iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ãëàäêèõ �óíêöié {fk}∞k=1 ⊂ C∞

0 (R) òàêèõ, ùî
fk → f â L1(J) i lim sup

k→∞

∫

J
|f ′k|dx < +∞,äå óçàãàëüíåíà ïîõiäíà Df � öå ìiðà �àäîíà, i |Df | (J) ñïiâïàäà¹ ç ïîâ-íîþ âàðiàöi¹þ �óíêöi¨ f íà J . Áiëüøå òîãî, äëÿ �óíêöi¨ f ∈ BV (J) iñíóþòüïðàâîñòîðîííi òà ëiâîñòîðîííi ãðàíèöi:

f(x+) = lim
h→0+

1

h

∫ x+h

x
f(s)ds, f(x−) = lim

h→0+

1

h

∫ x

x−h
f(s)dsäëÿ ∀ x ∈ [a, b) òà ∀ x ∈ (a, b], âiäïîâiäíî. I ïðè öüîìó, f(x+) = f(x−), ÿêùî

|Df |({x}) = 0.Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 1. à) Ïðîñòið BV (J) ¹ ïðîñòîðîì Áàíàõà âiäíîñíî íîðìè
‖f‖BV (J) = ‖f‖L1(J) + |Df | (J);á) âiäîáðàæåííÿ f → |Df | (J) ¹ íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó âiäíîñíî L1(J)�çáiæíîñòi, òîáòî, ÿêùî fk → f ó L1(J), òî
|Df | (J) ≤ lim inf

k→∞
|Dfk| (J);



134 Ò. À. ÁÎÆÀÍÎÂÀâ) ÿêùî {fk}∞k=1 ⊂ BV (J) i
sup
k∈N

‖fk‖BV (J) < +∞,òî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {fk}∞k=1, ÿêà ñèëüíî çáiãà¹òüñÿ äîäåÿêî¨ �óíêöi¨ f ∈ BV (J).Êàæóòü, ùî ïîñëiäîâíiñòü �óíêöié {fk}∞k=1 ⊂ BV (J) ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ â
BV (J) äî f (ïîçíà÷àþòü fk ⇀ f), ÿêùî

fk → f â L1(J) i sup
k∈N

|Dfk| (J) < +∞.Ïðè öüîìó, ÿêùî fk ⇀ f ó BV (J), òî f ∈ BV (J) i Dfk ⇀ Df ÿê ìiðè �àäîíà.Íåõàé Θ � öå âiäêðèòà âèïóêëà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó R2 i F � ïëîñêèéãðà� íà R2.Îçíà÷åííÿ 2. Áóäåìî êàçàòè, ùî ìíîæèíà Ω = Θ
⋂

F ¹ ìåðåæåþ äîðiã,îáìåæåíîþ îáëàñòþ Ω, ÿêùî ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ïàðè (I,J ), äå(à): I � ñêií÷åííà ñóêóïíiñòü ðåáåð, ÿêi âiäïîâiäàþòü äîðîãàì ìåðåæi òà¹ âiäðiçêàìè Ii = [ai, bi] â R, i = 1, . . . , N ;(á): J � ñêií÷åííà êiëüêiñòü âåðøèí, ÿêi âiäïîâiäàþòü âóçëàì äàíî¨ ìå-ðåæi.Êîæíà âåðøèíà J ¹ îá'¹äíàííÿì äâîõ íåïóñòèõ ïiäìíîæèí Inc (J) òà Out (J)òàêèõ, ùî:(i): êîæíà âåðøèíà J ∈ I ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ Ω;(ii): äëÿ ∀J 6= J ′ ∈ J òà Inc (J)
⋂
Inc (J ′) = ∅ ìà¹ìî: Out (J)

⋂
Out(J ′) = ∅;(iii): ÿêùî i 6∈ YJ⊂J Inc (J), òîäi bi âiäïîâiäà¹ äåÿêié òî÷öi íà ∂Ω (âèõiäíà äî-ðîãà ç ìåðåæi), i ÿêùî i 6∈ YJ⊂JOut (J), òîäi ai âiäïîâiäà¹ äåÿêié òî÷öi íà ∂Ω(âõiäíà â ìåðåæó äîðîãà). Êðiì òîãî, öi äâà âèïàäêè âçà¹ìíî âèêëþ÷íi.Íåõàé Ω � ìåðåæà. Ïîâ'ÿæåìî ç öi¹þ ìíîæèíîþ äiéñíèé ïðîñòið L2(Ω).Íàäàëi, ïðèéìàþ÷è ïîçíà÷åííÿ y ∈ L2(Ω), ââàæà¹ìî, ùî y = (y1, . . . , yN )òà yk ∈ L2(Ik) äëÿ k = 1, . . . , N . Ââàæàòèìåìî, ùî L2(Ω), ÿê òîïîëîãi÷íèéïðîñòið, íàäiëåíèé ñëàáêîþ òîïîëîãi¹þ. Äëÿ ïiäìíîæèíè S ⊂ L2(Ω) ïîçíà-÷èìî ÷åðåç intωS òà 
lωS âiäïîâiäíî ¨¨ âíóòðiøíiñòü òà çàìèêàííÿ âiäíîñíîñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L2(Ω). Òàêîæ ïðèïóñòèìî, ùî L2(Ω) ¹ ÷àñòêîâîâïîðÿäêîâàíèì çà êîíóñîì äîäàòíèõ åëåìåíòiâ Λ, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê:

Λ =
{
f ∈ L2(Ω); f(x) ≥ 0 ìàéæå ñêðiçü íà Ω

}
. (2.1)Òîäi äëÿ åëåìåíòiâ y, z ∈ L2(Ω) áóäåìî çàïèñóâàòè y ≤Λ z óñÿêèé ðàç, êîëè z ∈

y+Λ, i y <Λ z, ÿêùî z−y ∈ Λ\{0}. Áóäåìî êàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {yk}∞k=1 ⊂
L2(Ω) ¹ íåçðîñòàþ÷îþ òà âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ yk ↓ óñÿêèé ðàç, êîëèäëÿ âñiõ k ∈ N ìà¹ìî: yk+1 ≤Λ yk. Òàêîæ áóäåìî êàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü
{yk}∞k=1 ⊂ L2(Ω) ¹ îáìåæåíîþ çíèçó, ÿêùî iñíó¹ åëåìåíò y∗ ∈ L2(Ω) òàêèé,ùî y∗ ≤Λ yk äëÿ ∀ k ∈ N .Äëÿ òîãî, ùîá îçíà÷èòè "îïòèìàëüíi"åëåìåíòè äëÿ ïiäìíîæèíè S ÷àñò-êîâî óïîðÿäêîâàíîãî ïðîñòîðó L2(Ω), ñêîðèñòà¹ìîñÿ íàñòóïíèì ïîíÿòòÿì:



Ï�Î �ÎÇÂ'ßÇÍIÑÒÜ ÎÏÒÈÌIÇÀÖIÉÍÎ� ÇÀÄÀ×I ÍÀ ÌÅ�ÅÆI 135Îçíà÷åííÿ 3. [13℄ Åëåìåíò y∗ ∈ S ⊂ L2(Ω) áóäåìî íàçèâàòè ìàêñèìàëüíèìåëåìåíòîì ìíîæèíè S, ÿêùî íå iñíó¹ y ∈ S òàêîãî, ùî y ≥Λ y
∗, y 6= y∗, òîáòî

S ∪ (y∗ + Λ) = y∗.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç MaxΛ(S) ñóêóïíiñòü óñiõ ìàêñèìàëüíèõ åëåìåíòiâ ìíî-æèíè S. Ââåäåìî äâà äîäàòêîâi åëåìåíòè −∞Λ i +∞Λ ó L2(Ω). Ïðèïóñòèìî,ùî öi åëåìåíòè çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi óìîâè:
1) −∞Λ ≤ y ≤ +∞Λ, ∀ y ∈ L2(Ω); 2) + ∞Λ + (−∞Λ) = 0.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Y ∗ ÷àñòêîâî ðîçøèðåíèé ïðîñòið Áàíàõà: Y ∗ = L2(Ω) ∪

{−∞Λ}, ïðèïóñêàþ÷è, ùî
‖ −∞Λ‖L2(Ω) = +∞ i y + λ(−∞Λ) = −∞, ∀ y ∈ L2(Ω), ∀ λ ∈ R+.Îçíà÷åííÿ 4. Áóäåìî êàçàòè, ùî ìíîæèíà E ¹ å�åêòèâíèì ñóïðåìóìîììíîæèíè S ⊂ L2(Ω) âiäíîñíî ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L2(Ω) çà êîíóñîì Λ(àáî ñêîðî÷åíî (Λ, ω)-ñóïðåìóìîì), ÿêùî E ¹ ñóêóïíiñòþ óñiõ ìàêñèìàëüíèõåëåìåíòiâ ìíîæèíè clωS ó âèïàäêó, êîëè öÿ ìíîæèíà íåïóñòà, i E äîðiâíþ¹

+∞Λ iíàêøå.Íàäàëi, (Λ, ω)-ñóïðåìóì äëÿ ìíîæèíè E áóäåìî ïîçíà÷àòè ÿê Sup Λ, ωS.Òàêèì ÷èíîì, ç îãëÿäó íà ïîïåðåäí¹ îçíà÷åííÿ, ìà¹ìî:
Sup Λ, ωS :=

{
MaxΛ(clωS), MaxΛ(clωS) 6= ∅,
+ ∞Λ, MaxΛ(clωS) = ∅.Íåõàé X∂ � íåïóñòà ïiäìíîæèíà áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X òà I : X∂ → L2(Ω)� äåÿêå âiäîáðàæåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ I : X∂ → L2(Ω) ìîæíàïîâ'ÿçàòè ç éîãî ðîçøèðåííÿì Î : X → Y ∗ íà âåñü ïðîñòið X, äå

Î =

{
I(x), x ∈ X∂

−∞Λ, x 6∈ X∂ .
(2.2)Áóäåìî êàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ I : X∂ → Y ∗ ¹ îáìåæåíèì çâåðõó, ÿêùîiñíó¹ åëåìåíò z ∈ L2(Ω) òàêèé, ùî z ≥Λ I(x) äëÿ âñiõ x ∈ X∂ .Îçíà÷åííÿ 5. Ïiäìíîæèíó A ∈ L2(Ω) áóäåìî íàçèâàòè å�åêòèâíèì ñóïðå-ìóìîì âiäîáðàæåííÿ

I : X∂ → L2(Ω)âiäíîñíî ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L2(Ω) i ïîçíà÷àòè SupΛ, ω
x∈X∂

I(x), ÿêùî A¹ (Λ, ω)-ñóïðåìóìîì îáðàçó I(X∂) iç X∂ íà L2(Ω), òîáòî,
Sup Λ, ω

x∈X∂
I(x) = SupΛ, ω {I(x) : ∀ x ∈ X∂} .Çàóâàæåííÿ 1. Òåïåð çðîçóìiëî, ùî ÿêùî a ∈ Sup Λ, ω

x∈X∂
I(x), òî

clω {I(x) : ∀ x ∈ X∂} ∩ (a+ Λ) = {a}çà óìîâè, ùî Sup Λ, ω
x∈X∂

I(x) = MaxΛ[clω {I(x) : ∀ x ∈ X∂}].



136 Ò. À. ÁÎÆÀÍÎÂÀÍåõàé {yk}∞k=1 ïîñëiäîâíiñòü ó ïðîñòîði L2(Ω). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lω {yk}ìíîæèíó âñiõ ¨¨ òî÷îê çãóùåííÿ âiäíîñíî ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L2(Ω) ,òîáòî y ∈ Lω {yk}, ÿêùî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {yki
}∞i=1 ⊂ {yk}∞k=1 òàêà, ùî

yki
⇀ y ó L2(Ω) ïðè i → ∞. ßêùî öÿ ìíîæèíà íå îáìåæåíà çâåðõó, òîáòî

Sup Λ, ωLω {yk} = +∞Λ, òî ïðèïóñêà¹ìî, ùî {+∞Λ} ∈ Lω {yk}. Çà�iêñó¹ìîåëåìåíò x0 ∈ X∂ . Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî âiäîáðàæåííÿ I : X∂ → L2(Ω) ââåäåìîäî ðîçãëÿäó íàñòóïíi ìíîæèíè:
Lσ×ω (I, x0) :=

⋃

{xk}
∞
k=1∈ Mσ(x0)

Lω
{
Î(xk)

}
, (2.3)

Lσ×ω
max (I, x0) := Lσ×ω (I, x0) ∩ SupΛ, ω

x∈X∂
I(x), (2.4)äå Mσ(x0) � öå ìíîæèíà âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé {xk}∞k=1 ⊂ X òàêèõ, ùî xk → x0âiäíîñíî σ-òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó X.Îçíà÷åííÿ 6. Áóäåìî êàçàòè, øî ïiäìíîæèíà A ⊂ L2(Ω) ∪ {±∞Λ} ¹ Λ�íèæíüîþ ñåêâåíöiàëüíîþ ãðàíèöåþ âiäîáðàæåííÿ I : X∂ → L2(Ω) ó òî÷öi

x0 ∈ X∂ âiäíîñíî òîïîëîãi¨ äîáóòêó σ× ω ïðîñòîðó X ×L2(Ω) i âèêîðèñòîâó-âàòè ïîçíà÷åííÿ A = lim supΛ, ω

x
σ
→x0

I(x), ÿêùî
lim supΛ, ω

x
σ
→x0

I(x) :=

{
Lσ×ω

max (I, x0) , Lσ×ω
max (I, x0) 6= ∅,

Sup Λ, ωLσ×ω(I, x0), L
σ×ω
max (I, x0) = ∅.

(2.5)Çàóâàæåííÿ 2. Ó ñêàëÿðíîìó âèïàäêó (I : X∂ → R) ìíîæèíè
SupΛ, ω

x∈X∂
I(x) òà Sup Λ, ωLσ×ω(I, x0)ìiñòÿòü òiëüêè îäèí åëåìåíò. Òîìó, ÿêùî Lσ×ω

max (I, x0) 6= ∅, òî ìà¹ìî:
Lσ×ω

max (I, x0) = Lσ×ω (I, x0) ∩ SupΛ, ω
x∈X∂

I(x) =

= Sup Λ, ωLσ×ω(I, x0) ∩ SupΛ, ω
x∈X∂

I(x) = Sup Λ, ωLσ×ω(I, x0).Îòæå, â öüîìó âèïàäêó (2.5) äà¹ êëàñè÷íå îçíà÷åííÿ âåðõíüî¨ ãðàíèöi.3. Ìîäåëü òðàíñïîðòíîãî ïîòîêóÓ öüîìó ïàðàãðà�i íàâåäåìî êîðîòêèé îãëÿä ãiäðîäèíàìi÷íèõ ìîäåëåéäëÿ òðàíñïîðòíèõ ïîòîêiâ íà ìåðåæàõ, âèêîðèñòîâóþ÷è ïiäõiä Co
lite, Pi

oli[6℄ (äèâ. [1, 7℄). Íåõàé (I,J ) � òðàíñïîðòíà ìåðåæà, êîòðà íàëi÷ó¹ ñòðîãî Näîðiã. Äëÿ i ∈ {1, . . . , N} äîðîãà i âiäïîâiäà¹ âiäðiçêó [ai, bi]. Ïîçíà÷èìî ÷å-ðåç ρi = ρi(t, x) ùiëüíiñòü ìàøèí íà äîðîçi i â òî÷öi x ∈ [ai, bi], t ∈ [0, T ];ïðè öüîìó ìàêñèìàëüíî ìîæëèâó ùiëüíiñòü íà äîðîçi i, ÿêà âiäïîâiäà¹ ïî-ÿâi çàòîðó íà äàíié äiëÿíöi ìåðåæi, ïîçíà÷èìî ÿê ρmax,i. Ïðèïóñòèìî, ùîäîðîãè äàíî¨ ìåðåæi âiäïîâiäàþòü ðåáðàì ãðà�a F, îáìåæåíîãî îáëàñòþ Ω,à âóçëè, ÿêi ç'¹äíóþòü äîðîãè, � âåðøèíàì öüîãî ãðà�à. Êiëüêiñòü ìàøèí,ùî ïðî¨æäæàþòü çà îäèíèöþ ÷àñó ¹ f(ρ) = ρυ, äå υ(ρ) � øâèäêiñòü ìàøèí.



Ï�Î �ÎÇÂ'ßÇÍIÑÒÜ ÎÏÒÈÌIÇÀÖIÉÍÎ� ÇÀÄÀ×I ÍÀ ÌÅ�ÅÆI 137Ñëiä çàóâàæèòè, ùî υ(ρ) ¹ ñïàäíîþ �óíêöi¹þ ùiëüíîñòi ρ. Âiäïîâiäíî äî[8, 12℄ ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü �óíêöi¨ ïîòîêó fi òàêi, ùî äëÿ êîæíî¨ äîðîãè
i ∈ {1, . . . , N} âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:





fi íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíi íà [0, ρmax, i],

fi(0) = fi(ρmax, i) = 0,

fi � ñòðîãî óãíóòi �óíêöi¨,
∃ σ ∈ (0, ρmax,i) : f ′i(σi) = 0 òà (ρ− σi)f

′
i(ρ) < 0, ∀ ρ 6= σi.

(3.1)ßê âèïëèâà¹ ç íàâåäåíèõ âèùå óìîâ, òðàíñïîðòíèé ïîòiê ¹ äîäàòíèì ïðè çíà-÷åííÿõ ùiëüíîñòi 0 < ρi < ρmax, i. Òóò σi � îïòèìàëüíà ùiëüíiñòü, ïðè ÿêiéòðàíñïîðòíèé ïîòiê äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìóìó, ââàæà¹òüñÿ çàäàíîþ. Òàêèì÷èíîì, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , N} ìàêðîñêîïi÷íà ìîäåëü òðàíñïîðòíîãîïîòîêó íà äîðîçi i ìîæå áóòè âèðàæåíà íàñòóïíèì íåëiíiéíèì çàêîíîì çáå-ðåæåííÿ (äèâ. [16℄):
∂tρi(t, x) + ∂xfi(ρi(t, x)) = 0, ∀ x ∈ (ai, bi), ∀ t ∈ (0, T ], (3.2)

ρi(0, x) = ρ̄i(x), ∀ x ∈ [ai, bi] (3.3)ç �óíêöi¹þ ïîòîêó
fi(ρ) = ρυi(ρ),äå øâèäêiñòü υi � íåïåðåðåâíî-äè�åðåíöiéîâàíà ñïàäíà �óíêöiÿ ñâîãî àðãó-ìåíòà ρ.Çàóâàæåííÿ 3. �îëîâíîþ îñîáëèâiñòþ íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè (3.2)-(3.3) ¹ òîé�àêò, ùî êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ìîæå íå iñíóâàòè äëÿ äåÿêîãî t > 0, íà-âiòü ÿêùî ïî÷àòêîâi óìîâè ¹ äîñèòü ãëàäêèìè. Îêðiì öüîãî, òàêà ñèñòåìàíå ¹ êîðåêòíîþ çà Àäàìàðîì, ùî îçíà÷à¹ âiäñóòíiñòü íåïåðåðâíî¨ çàëåæíî-ñòi ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ãðàíè÷íi óìîâè äëÿäîðiã, ùî âõîäÿòü òà âèõîäÿòü iç ìåðåæi Ω, ïîâèííi áóòè çàäàíèìè ó ñåíñiBardos, LeRoux òà Nedeles [3℄. Ïðîòå äëÿ ïðîñòîòè ïðèïóñòèìî, ùî ai = −∞òà bi = +∞, ÿêùî i 6∈ ∪J∈J Inc(J) òà i 6∈ ∪J∈JOut(J), âiäïîâiäíî.Äëÿ ïîâíîòè ìîäåëi (3.2)�(3.3) íåîáõiäíî âèçíà÷èòè ïîòiê ÷åðåç êîæíèéâóçîë J ∈ J ìåðåæi. Äëÿ öüîãî ó êîæíîìó âóçëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè òàêçâàíèé ðîçâ'ÿçíèê �iìàíà (äèâ. [8℄), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ çáåðåæåííþ êiëüêîñòiìàøèí çà òàêèì ïðàâèëîì:(À): ó êîæíîìó âóçëi ç ðîçãàëóæåííÿì âèõiäíèõ äîðiã iñíóþòü êîíêðåòíiïåðåâàãè âîäi¨â, óíàñëiäîê ÿêèõ ðóõ òðàíñïîðòó iç âõiäíèõ ó âóçîë äîðiãðîçïîäiëÿ¹òüñÿ ïî âèõiäíèõ äîðîãàõ ïðîïîðöiéíî âiäïîâiäíèõ ïåðåâàãàõ;(Á): âiäïîâiäíî äî ïðàâèëà (À) âîäi¨ ïðàãíóòü ìàêñèìiçóâàòè ïîòiê.�îçãëÿíåìî âóçîë J ç n âõiäíèìè äîðîãàìè I1, . . . , In ç êiíöåì bi ó âóçëi, äå

(i ∈ {1, . . . , n}), òàm âèõiäíèìè äîðîãàìè In+1, . . . , In+m ç êiíöåì ai ó âóçëi, äå
(i ∈ {n+ 1, . . . , n+m}) . Òîäi, ùîá ãàðàíòóâàòè çáåðåæåííÿ êiëüêîñòi ìàøèí,ÿêi ïðî¨æäæàþòü ÷åðåç âóçîë J , ââåäåìî íàñòóïíó óìîâó:

n∑

i=1

fi(ρi(t, bi)) =

n+m∑

i=n+1

fi(ρi(t, ai)) ∀ t ∈ [0, T ] ∀ J. (3.4)



138 Ò. À. ÁÎÆÀÍÎÂÀÖå ñïiââiäíîøåííÿ ùå íàçèâàþòü óìîâîþ Rankine�Hugoniot ó âóçëi. Ïðîòåâèêîíàííÿ öi¹¨ óìîâè íå ¹ äîñòàòíiì äëÿ âèçíà÷åííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó ñè-ñòåìè (3.2) íà ìåðåæi. Äiéñíî, íåõàé ρ̂ = (ρ̂1, . . . , ρ̂n+m) ¹ äåÿêèé ðîçâ'ÿçîêó âóçëi J , ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.4). Öå îçíà÷à¹, ùî âiäïîâiäíi çàäà-÷i �iìàíà (3.2)�(3.3) ìàþòü ñâî¨ìè ðîçâ'ÿçêàìè �óíêöi¨ ρi, êîòði íà ïðàâèõêiíöÿõ âõiäíèõ äîðiã (i ≤ n) òà íà ëiâèõ êiíöÿõ âèõiäíèõ iç âóçëà äîðiã
(i ∈ {n+ 1, . . . , n+m}) äîðiâíþþòü âiäïîâiäíèì çíà÷åííÿì ρ̂i. Îäíàê ó çà-ãàëüíîìó âèïàäêó òàêå ïî¹äíàííÿ çíà÷åíü ùiëüíîñòi ó âóçëi ìîæå ïðèçâåñòèäî ïîÿâè òàê çâàíèõ "øîêîâèõ" òà "ðîçðiäæåíèõ" õâèëü, ùî ïðîõîäÿòü ÷å-ðåç íüîãî (äèâ. [11℄). Îòæå, äàëåêî íå êîæíèé âèáið çíà÷åíü (ρ̂1, . . . , ρ̂n+m)áóäå äîïóñòèìèì ó âóçëàõ òðàíñïîðòíî¨ ìåðåæi. Äëÿ ¨õ âèçíà÷åííÿ íåäî-ñòàòíüî ìàòè òiëüêè ñïiââiäíîøåííÿ (3.4). Íåîáõiäíî âíåñòè ùå n +m − 1 �äîïîìiæíó óìîâó. Òîìó ó äàíîìó âèïàäêó ðîçóìíî ñêîðèñòàòèñÿ ïiäõîäîìCo
lite, Garavello & Pi

oli [8℄ òà ââåñòè ìàòðèöþ ðîçïîäiëó ðóõó A(J) ∈ Rn+mòàêó, ùî

A(J) = [αji(J)], j ∈ {n+ 1, . . . , n+m} , i ∈ {1, . . . , n} , (3.5)




αji(J) 6= αji′(J), ∀ i 6= i′, 0 < αji(J) < 1,

n+m∑

j=n+1

αji(J) = 1 äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , n} . (3.6)Òàêèì ÷èíîì, i-é ñòîâï÷èê ìàòðèöi A îïèñó¹ ðîçïîäië òðàíñïîðòíîãî ïîòîêóïî âèõiäíèõ iç âóçëà äîðîãàõ. Öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî C � êiëüêiñòü ìàøèí,ÿêi ïðèáóâàþòü ç äîðîãè Ii ó çàäàíèé âóçîë, òî αjiC � êiëüêiñòü ìàøèí, ÿêiïåðåñóâàþòüñÿ ïî âèõiäíié ç âóçëà äîðîçi Ij . Ìîæíà òàêîæ ïðèïóñòèòè, ùîìàòðèöÿ A çàëåæèòü âiä ÷àñó. Íàïðèêëàä, ó âèïàäêó ðóõó ìàøèí íà ìiñüêiéìåðåæi, ïåðåâàãè âîäi¨â çìiíþþòüñÿ ïðîòÿãîì äîáè.Ç òåõíi÷íî¨ òî÷êè çîðó, íà ìàòðèöþ A íåîáõiäíî íàêëàñòè ðÿä äîïîìiæíèõóìîâ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìàòðèöÿ A çàäîâîëüíÿ¹ ãiïîòåçó (Â), ÿêùî ìà¹ìiñöå òàêå: íåõàé {e1, . . . , en} êàíîíi÷íèé áàçèñ â Rn i äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíî-æèíè V ⊂ Rn ïîçíà÷èìî ÷åðåç V ⊥ � ¨¨ îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ. Äëÿ ∀ i =
1, . . . , n âèçíà÷èìî ìíîæèíó Hi = (ei)

⊥, òîáòî êîîðäèíàòíó ãiïåðïëîùèíó, îð-òîãîíàëüíó äî ei, òà äëÿ ∀ j = n+ 1, . . . , n+m íåõàé αj = (αj1, . . . , αjn) ∈ Rni Hj = {αj}⊥. Íåõàé K � ìíîæèíà iíäåêñiâ k = (k1, . . . , kl), 1 ≤ l ≤ n − 1òàêèõ, ùî 0 ≤ k1 < k2 < · · · < kl ≤ n+m, i äëÿ ∀ k ∈ K âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
Hk =

l∪
h=1

Hkh
. Ïîêëàâøè 1 = (1, . . . , 1) ∈ Rn, îòðèìà¹ìî ∀ k ∈ K

1 6∈ H⊥
k .Çàóâàæåííÿ 4. Iç óìîâè (Â) áåçïîñåðåäíüî îòðèìó¹ìî, ùî m ≥ n.Óìîâà (Â) íå çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ âóçëiâ ç n âõiäíèìè äîðîãàìè i îäíi¹þâèõiäíîþ. Òàêèì ÷èíîì, ââåäåìî äåÿêi ïàðàìåòðè, çìiñò ÿêèõ ïîëÿãà¹ ó íà-ñòóïíîìó. Çà óìîâè, êîëè íå âñi ìàøèíè ìîæóòü ïðî¨õàòè ÷åðåç âóçîë, iñ-íó¹ ïðàâèëî, ÿêå ó ïðîöåíòíîìó ñïiââiäíîøåííi îïèñó¹ êiëüêiñòü ìàøèí, ùîïðî¨æäæàþòü ç îêðåìî¨ âõiäíî¨ äîðîãè ÷åðåç âóçîë äàíî¨ ìåðåæi, à ñàìå:



Ï�Î �ÎÇÂ'ßÇÍIÑÒÜ ÎÏÒÈÌIÇÀÖIÉÍÎ� ÇÀÄÀ×I ÍÀ ÌÅ�ÅÆI 139(�): ïðèïóñòèìî, ùî íå âñi ìàøèíè ìîæóòü ïðî¨õàòè íà âèõiäíó ç âóçëàäîðîãó, i íåõàé C � êiëüêiñòü ìàøèí, ÿêèì öå âäà¹òüñÿ. Òîäi qiC ìàøèííàäõîäèòü ç äîðîãè i, i = 1, . . . , n, ïðè öüîìó ∑n
i=1 qi = 1.Òåïåð, çãiäíî ç òåîði¹þ [8], ââåäåìî ïîíÿòòÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.2) ó âóçëi

J ∈ J òà íà âñié ìåðåæi Ω.Îçíà÷åííÿ 7. Íåõàé J � âóçîë ç n âõiäíèìè äîðîãàìè I1, . . . , In ç êiíöåì bi
(i ∈ {1, . . . , n}) ó âóçëi òà m âèõiäíèìè äîðîãàìè In+1, . . . , In+m ç êiíöåì ai

(i ∈ {n+ 1, . . . , n+m}). Áóäåìî êàçàòè, ùî
ρ = (ρ1, . . . , ρn+m) :

n+m∏

l=1

([0, T ] × Ii) → R n+m,

ρ(t, ·) ∈
n+m∏

l=1

BV (Il) äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, T ]¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.2) âiäíîñíî ìàòðèöi A(J) ∈ Rm+n ó âóçëi J ,ÿêùî âií ¹ ñóêóïíiñòþ �óíêöié ρl : [0, T ] × Ii → R, l ∈ {1, . . . , n+m} òàêèõ,ùî(i):
n+m∑

l=1

(∫ T

0

∫ bi

ai

(ρl∂tϕl + fl(ρl)∂xϕl)dxdt

)
= 0, (3.7)äëÿ äîâiëüíî¨ ãëàäêî¨ �óíêöi¨ ϕl, l = 1, . . . , n+m, ÿêà ìà¹ êîìïàêòíèéíîñié íà ìíîæèíi (0,+∞)× (al, bl] äëÿ l = 1, . . . , n (âõiäíi äîðîãè) òà íàìíîæèíi (0,+∞) × [al, bl) l = 1, . . . , n äëÿ l = n + 1, . . . , n +m (âèõiäíiäîðîãè), ïðè öüîìó

ϕi(·, bi) = ϕj(·, aj),
∂ϕi

∂ x
(·, bi) =

∂ϕj

∂ x
(·, aj),

i ∈ {1, . . . , n} , j ∈ {n+ 1, . . . , n+m} ;(ii): fj(ρj(·, aj+)) =

n∑

i=1

αjifi(ρi(·, bi−)) äëÿ ∀ j = n+ 1, . . . , n+m;(iii): L(J, A, ρ) :=

n∑

i=1

fi(ρi(·, bi−)) äîñÿãà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ íà ïàði
(A, ρ) ïðè îáìåæåííÿõ (i)-(11).Çàóâàæåííÿ 5. Ïåðøà óìîâà öüîãî îçíà÷åííÿ ¹, ïî ñóòi, óìîâîþ çáåðåæåííÿêiëüêîñòi ìàøèí ó âóçëi. Áiëüøå òîãî, �îðìóëà 3.7 ìiñòèòü ó ñîái óìîâó 3.4,ÿêùî �óíêöi¨ ρl äîñèòü ðåãóëÿðíi. Ùî ñòîñó¹òüñÿ óìîâ (2)�(3), òî âîíè îïè-ñóþòü ïðàâèëà (À) òà (Á), òîáòî ïåðåâàãè âîäi¨â ó âóçëàõ ìåðåæi.Âiäîìî, ùî çàäà÷à �iìàíà (3.2)�(3.3) iç çàäàíèìè óìîâàìè ρ̄i : [ai, bi] → Rìà¹ ðîçâ'ÿçîê íà âñié ìåðåæi Ω ó òàêîìó ñåíñi (äèâ. [8℄).



140 Ò. À. ÁÎÆÀÍÎÂÀÎçíà÷åííÿ 8. Íåõàé çàäàíî �óíêöi¨ ρ̄i ∈ L∞(Ii) ∩ BV (Ii), i ∈ {1, . . . , N}.Áóäåìî êàçàòè, ùî ñóêóïíiñòü �óíêöié ρ = (ρ1, . . . , ρN ) :
∏N

i=1([o, T ] × Ii) →
RN , äå

ρi ∈ C([0, T ]; L1
loc(Ii)), i ∈ {1, . . . , N}¹ äîïóñòèìèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.2)-(3.5), ÿêùî:(a): ρi : [0, T ]× Ii → R ¹ ñëàáêèì åíòðîïiéíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.2) íà Ii,òîáòî ∫ T

0

∫ bi

ai

(ρi∂tϕ+ fi(ρi)∂xϕ)dxdt = 0, (3.8)
∫ T

0

∫ bi

ai

(|ρi − k|∂tϕ̃+ sgn(ρi − k)(fi(ρi) − fi(k))∂xϕ̃) dxdt ≥ 0 (3.9)äëÿ äîâiëüíî¨ ãëàäêî¨ �óíêöi¨ ϕ : [0, T ] × Ii → R ç êîìïàêòíèì íîñi¹ìíà ìíîæèíi (0, T )× (ai, bi) äëÿ k ∈ R òà äëÿ äîâiëüíî¨ ãëàäêî¨ äîäàòíî¨�óíêöi¨ ϕ̃ : [0, T ] × Ii → R ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì íà (0, T ) × (ai, bi);(á): ρi(0, ·) = ρ̄i íà Ii äëÿ ∀ i ∈ {1, . . . , N};(â): ó êîæíîìó âóçëi J ñóêóïíiñòü �óíêöié ρ = (ρ1, . . . , ρn+m) ¹ ñëàáêèìðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.2) âiäíîñíî ìàòðèöi A(J) ∈ Rn+m ó ñåíñi îçíà÷åííÿ7.Çàóâàæåííÿ 6. ßê ïîêàçàíî ó [8℄, çà íàÿâíîñòi òî÷îê ðîçðèâó ó ïî÷àòêî-âèõ óìîâàõ ρ̄i(·) íà äîðîçi Ii, ëèøå îäíîãî ðiâíÿííÿ Rankine�Hugoniot 3.4 íåäîñòàòíüî äëÿ òîãî, ùîá âiäîêðåìèòè ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (3.2)�(3.3). Òîìó ïîíÿòòÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ïîòðiáíî äîïîâíèòè äîäàòêî-âèìè óìîâàìè. Çà òàêèé äîïóñòèìèé êðèòåðié, óçÿòèé iç �içè÷íèõ ìiðêóâàíü,ìîæíà ïðèéíÿòè òàê çâàíó åíòðîïiéíó óìîâó, êîòðà ó öüîìó âèïàäêó íàáóâà¹âèãëÿäó åíòðîïiéíî¨ äîïóñòèìî¨ óìîâè Êðóæêîâà 3.9 (äèâ. [14℄).Îçíà÷åííÿ 9. Íåõàé J ∈ J � âóçîë ìåðåæi (I, J ), ÿêèé ìà¹ òiëüêè äâiâõiäíi äîðîãè òà äâi âèõiäíi. Òîìó, çãiäíî ç [8℄, áóäåìî êàçàòè, ùî ìàòðèöÿ
A(J), ÿêà ó öüîìó âèïàäêó íàáóâà¹ âèãëÿäó:

A(J) =

(
α β

1 − α 1 − β

)
, (3.10)çàäîâîëüíÿ¹ ãiïîòåçó (Â), ÿêùî α, β ∈ (0, 1) òà α 6= β.Çàóâàæåííÿ 7. �iïîòåçà (Â) ¹ âèíÿòêîâî òåõíi÷íîþ óìîâîþ, ÿêà íåîáõiäíàäëÿ âèäiëåííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó ç âiäïîâiäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i �iìàíà óâóçëàõ. Ïðîòå, ÿêùî îäèí iç ïàðàìåòðiâ α àáî β ó âèðàçi (3.10) íàáóâà¹ çíà-÷åííÿ ç ìíîæèíè {0, 1}, òî âiäïîâiäíèé âóçîë J ìà¹ îäíó âõiäíó äîðîãó òà äâiâèõiäíi. Òîìó, â öüîìó âèïàäêó, ¹ ñåíñ âíåñòè íåçíà÷íi çìiíè â äàíó ìåðåæóòà, âiäïîâiäíî, ó çàäà÷ó (3.2)-(3.5).Áåðó÷è öå äî óâàãè, äàìî íàñòóïíèé âiäîìèé ðåçóëüòàò ñòîñîâíî iñíóâàííÿòà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi (3.2)-(3.4) (äèâ. [6, 8, 10℄).



Ï�Î �ÎÇÂ'ßÇÍIÑÒÜ ÎÏÒÈÌIÇÀÖIÉÍÎ� ÇÀÄÀ×I ÍÀ ÌÅ�ÅÆI 141Òåîðåìà 2. Íåõàé äàíî ìåðåæó Ω = (I, J ) òà ñóêóïíiñòü �óíêöié ïîòîêó
{fi : R→ R}N

i=1, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âëàñòèâîñòi (3.1), i íåõàé çàäàíî ïî-÷àòêîâèé ðîçïîäië ùiëüíîñòi ïîòîêó ìàøèí ρ̄ = {ρ̄i ∈ L∞(Ii) ∩BV (Ii)}N
i=1.Ïðèïóñòèìî, ùî ìåðåæà äîðiã (I, J ) ñêëàäà¹òüñÿ iç âóçëiâ, êîòði ìàþòüíå áiëüøå äâîõ âõiäíèõ òà äâîõ âèõiäíèõ äîðiã, i êîæíà ¨õ ìàòðèöÿ ðîçïîäi-ëó ðóõó A(J) íàëåæèòü êëàñó (Â). Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé äîïóñòèìèé ðîçâ'ÿçîê

ρ = (ρ1, . . . , ρN ) :
∏N

i=1([0, T ] × Ii) → RN çàäà÷i (3.2)-(3.5) òàêèé, ùî
ρi ∈ C([0, T ]; L∞(Ii) ∩BV (Ii)), i ∈ {1, . . . , N} , (3.11)
Tot. VIi

(ρi(t, ·)) ≤ Tot. VIi
(ρ̄i), i ∈ {1, . . . , N} . (3.12)4. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨Îñêiëüêè òðàíñïîðòíèé ïîòiê íà ìåðåæi íàäà¹ ìîæëèâiñòü çàëó÷åííÿ �àê-òîðiâ êåðóâàííÿ, êîòði âïëèâàþòü íà ùiëüíiñòü òðàíñïîðòíèõ ïîòîêiâ, òî íà-äàëi òðàíñïîðòíèé ïîòiê áóäåìî òðàêòóâàòè ÿê îá'¹êò êåðóâàííÿ. Ó öüîìóâèïàäêó íåîáõiäíî �îðìàëiçóâàòè �içè÷íi òà ìàòåìàòè÷íi çíà÷åííÿ �àêòîðiâêåðóâàííÿ òà ïîâ'ÿçàòè ç íèìè âiäïîâiäíèé ñòàí òàêîãî îá'¹êòà êåðóâàííÿ.Äëÿ ïðîñòîòè îáìåæèìîñÿ âèïàäêîì ìåðåæi Ω = (I, J ), ÿêà âêëþ÷à¹âóçëè J ∈ J ëèøå äâîõ âèäiâ: J ∈ J1, 2 òà J ∈ J2, 1. Ïåðøèé âèä âóçëà(J ∈ J1, 2) ìà¹ îäíó âõiäíó äîðîãó m ç êiíöåì bm ó âóçëi òà äâi âèõiäíiäîðîãè r, s ç êiíöÿìè ar, as ó âóçëi, âiäïîâiäíî. Çãiäíî ç ïiäõîäîì Co
lite,Garavello& Pi

oli [6, 8℄, ó òàêîìó âóçëi ìàòðèöÿ ðîçïîäiëó ïîòîêó íàáóâà¹âèãëÿäó: A(J) = [αm, 1 − αm]t, äå 0 ≤ αm ≤ 1. Îòæå, ó òàêîìó âóçëi äiéñíèéïàðàìåòð αm ∈ (0, 1) ìîæíà âçÿòè çà �àêòîð êåðóâàííÿ.Çàóâàæåííÿ 8. Çàóâàæèìî, ùî óìîâà (Â) ñïðàâåäëèâà äëÿ êîæíîãî âóçëà

J ∈ J1, 2. Áiëüøå òîãî, öÿ óìîâà ¹ çàìêíåíîþ âiäíîñíî çáiæíîñòi ó ïðîñòîðiìàòðèöü A(J) = [αm, 1−αm]t çà óìîâè, ùî αm ∈ [β, 1−β] β ∈ (0, 1/2) äîñèòüìàëå äîäàòíå ÷èñëî.Äðóãèé âèä âóçëiâ (J ∈ J2, 1) ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ âõiäíèõ äîðiã p òà q çêiíöÿìè bp i bq ó âóçëi òà îäíi¹¨ âèõiäíî¨ äîðîãè r ç êiíöåì ar ó âóçëi. Äëÿâóçëiâ òàêîãî âèäó iñíó¹ ïðàâèëî, ÿêå îïèñó¹ ó ïðîöåíòíîìó ñïiââiäíîøåííiêiëüêiñòü ìàøèí, ùî ïðî¨æäæàþòü iç îêðåìî¨ âõiäíî¨ äîðîãè ÷åðåç öi âóçëèìåðåæi. Áiëüøå òîãî, óìîâà (�) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî âóçëà J ∈ J2, 1, iòîìó â òàêèõ âóçëàõ òðàíñïîðòíèé ïîòiê óæå íå ¹ êåðîâàíèì.Ïðèïóñòèìî, ùî ìåðåæà Ω = (I, J) ìà¹ ñòðîãî N äîðiã i J = J1, 2 ∪ J2, 1,äå ìíîæèíà J1, 2 ìiñòèòü K âóçëiâ ïåðøîãî âèäó, à ìíîæèíà J2, 1 �M âóçëiâäðóãîãî âèäó. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî ìåðåæó ç K ïàðàìåòðàìè êåðóâàííÿ α =
(α1, . . . , αK) òà M çàäàíèìè ïàðàìåòðàìè ζ = (ζ1, . . . , ζM), 0 < ζl < 1 l ∈
{1, . . . ,M}. Ïðè öüîìó, íà êîæíié äîðîçi Ii = [ai, bi] ∈ I øâèäêiñòü υ = υ(ρ)çàäîâîëüíÿ¹ òàêi âèìîãè:

υ(ρ)� íåïåðåðâíî-ñïàäíà �óíêöiÿ íà âiäðiçêó [0, max
1≤i≤N

ρmax,i] (4.1)
0 ≤ υ(ρi) ≤ υi,max, ∀ i ∈ {1, . . . , N} , (4.2)



142 Ò. À. ÁÎÆÀÍÎÂÀäå υi,max ∈ L2(Ii) (1 ≤ i ≤ N) âiäîìi �óíêöi¨.Óâåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:1. A = {α = (α1, . . . , αK)| β ≤ αi ≤ 1 − β, i = 1, . . . ,K} ⊂ RK � ìíîæèíàïàðàìåòðiâ êåðóâàííÿ, äå β ∈ (0, 1/2) äîñèòü ìàëå äîäàòíå ÷èñëî;2. X = RK × C(0, T ; L∞(Ω) ∩BV (Ω)) � ïðîñòið äîïóñòèìèõ ïàð (α, ρ) ;3. P : RK × C(0, T ; L∞(Ω) ∩ BV (Ω)) → L2(Ω) (1 < p < +∞) � öiëüîâåâiäîáðàæåííÿ;4. Λ =
{
g ∈ L2(Ω) : g(x) ≥ 0 ìàéæå ñêðiçü íà Ω

} �óïîðÿäêîâàíèé êîíóñäîäàòíèõ åëåìåíòiâ ó ïðîñòîði L2(Ω).Iç ïîïåðåäíüîãî ïàðàãðà�à âiäîìî, ùî äëÿ ∀ α = (α1, . . . , αK) ∈ A çàäà÷à
∫ T

0

∫ bi

ai

(ρi∂tϕ+ fi(ρi)∂xϕ)dxdt = 0, ∀ϕ ∈ C∞
0 ((0, T )× (ai, bi)), ∀ Ii ∈ I, (4.3)





∫ T

0

∫ bi

ai

(|ρi − k|∂tϕ̃+ sgn(ρi − k)(fi(ρi) − fi(k))∂xϕ̃) dxdt ≥ 0,

∀ d ∈ R, ∀ ϕ̃ ∈ C∞
0 ((0, T ) × (ai, bi)), ϕ̃ ≥ 0, ∀ i ∈ {1, . . . , N} ,

(4.4)
ρi(0, ·) = ρ̄i íà Ii äëÿ ∀ i ∈ {1, . . . , N} , (4.5)





fr(ρr(·, a+
r )) = αkfm(ρm(·, b−m)) òà

fs(ρs(·, a+
s )) = (1 − αk)fm(ρm(·, b−m)),äëÿ ∀ Jk ∈ J1, 2 ç îäíi¹þ âõiäíîþ äîðîãîþ m ç êiíöåì bmó âóçëi Jk òà âèõiäíèìè äîðîãàìè r, s ç êiíöÿìè ar, asó Jk, ∀ k ∈ {1, . . . ,K} ,

(4.6)




fr(ρr(·, a+
r )) = ζlfp(ρp(·, b−p )) + (1 − ζl)fq(ρq(·, b−q ))äëÿ ∀ Jl ∈ J2, 1 ç äâîìà âõiäíèìè äîðîãàìè p, q ç êiíöÿìè bp, bq Jlòà îäíi¹þ âèõiäíîþ äîðîãîþ r ç êiíöåì ar ó Jl, ∀ l ∈ {1, . . . ,M} ,

(4.7)




L(J, α, ρ) :=

n∑

i=1

fi(ρi(·, b+i )) äîñÿãà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ ïðèîáìåæåííÿõ (4.3)-(4.7) ∀ J ∈ J , äå n = 1, ÿêùî J ∈ J1, 2,i n = 2, ÿêùî J ∈ J2, 1

(4.8)ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê:
ρ = (ρ1, . . . , ρN ) :

N∏

i=1

([0, T ] × Ii) → RN ó ïðîñòîði C(0, T ; L∞(Ω) ∩BV (Ω))iç âëàñòèâîñòÿìè (3.11)�(3.12).Ïîâ'ÿæåìî ç çàäà÷åþ (4.3)�(4.8) íàñòóïíó çàäà÷ó âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨:ðåàëiçóâàòè SupΛ, ω {P (α, ρ)} (4.9)äëÿ âñiõ α = (α1, . . . , αK) ∈ RK òà ρ = (ρ1, . . . , ρN ) ∈ C(0, T ; L∞(Ω)∩BV (Ω))çà óìîâ (4.3)�(4.7) òà (4.1)�(4.2).



Ï�Î �ÎÇÂ'ßÇÍIÑÒÜ ÎÏÒÈÌIÇÀÖIÉÍÎ� ÇÀÄÀ×I ÍÀ ÌÅ�ÅÆI 143Îçíà÷åííÿ 10. Áóäåìî êàçàòè, ùî çàäà÷à (4.9) ¹ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî äëÿçàäàíî¨ ñóêóïíîñòi �óíêöié ïîòîêó f = (f1, . . . , fN ) ç âëàñòèâîñòÿìè (3.1)iñíó¹ ïàðà
(α, ρ) ∈ A× C(0, T ; L∞(Ω) ∩BV (Ω)),äå ρ = ρ(α) � öå âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.3)�(4.8) òàêèé, ùî ρ çàäî-âîëüíÿ¹ óìîâè (4.1)�(4.2), i P (α, ρ) >Λ z äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà z ∈ L2(Ω). Óöüîìó âèïàäêó ïàðó (α, ρ) áóäåìî íàçèâàòè äîïóñòèìîþ.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ξ ìíîæèíó âñiõ äîïóñòèìèõ ïàð çàäà÷i (4.3)�(4.9). Î÷å-âèäíî, ùî Ξ ⊂ A × C(0, T ; L∞(Ω) ∩ BV (Ω)). Íàäàëi áóäåìî ïîâ'ÿçóâàòè öþçàäà÷ó ç ÷åòâiðêîþ < Ξ, P, Λ, ω >, äå ω ¹ ñëàáêîþ òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðóêåðóâàíü L2(Ω).Çàóâàæåííÿ 9. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó iñíó¹ ïðèíöèïîâà ðiçíèöÿ ìiæ çàäà÷åþ(4.9) òà çàäà÷åþ âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ ó êëàñè÷íié ïîñòàíîâöi:

{ çíàéòè ìàêñèìóì âiäîáðàæåííÿ P (α, ρ) âiäíîñíî êîíóñà Λçà óìîâè, ùî (α, ρ) ∈ Ξ
(4.10)Ñïðàâäi, íåõàé ïàðà (αeff , ρeff ) ∈ Ξ ¹ å�åêòèâíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.9).Òîäi P (αeff , ρeff ) ∈ MaxΛ(
lωP (Ξ)). Çâiäñè

P (αeff , ρeff ) ∈ P (Ξ) òà P (αeff , ρeff ) ∈ MaxΛP (Ξ).Òîìó (αeff , ρeff ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.10). Ïðîòå, îáåðíåíå òâåðäæåííÿ,ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, íå ¹ âiðíèì. Ó òîé æå ÷àñ, äëÿ ñêàëÿðíîãî âèïàäêóçàâæäè ìà¹ ìiñöå òàêå:ÿêùî P (αeff , ρeff ) = max
(α, ρ)∈ Ξ

P (α, ρ), òî
(αeff , ρeff ) ∈ Ξ i P (αeff , ρeff ) = sup

(α, ρ)∈ Ξ
P (α, ρ).Çàóâàæèìî, ùî çàäà÷i âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ (4.9) òà (4.10) iäåíòè÷íi ó òî-ìó âèïàäêó, êîëè Y = R òà Λ = R+, i ïðèâîäÿòü äî êëàñè÷íî¨ ïîñòàíîâêèñêàëÿðíî¨ çàäà÷i ìàêñèìiçàöi¨ ç îáìåæåííÿìè.Îçíà÷åííÿ 11. Äîïóñòèìó ïàðó (αeff , ρeff ) ∈ Ξ áóäåìî íàçèâàòè (Λ, ω)-å�åêòèâíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.1)�(4.9), ÿêùî ïàðà (αeff , ρeff ) ðåàëiçó¹

(Λ, ω)-ñóïðåìóì âiäîáðàæåííÿ P : Ξ → L2(Ω), òîáòî
P (αeff , ρeff ) ∈ SupΛ, ω

(α, ρ)∈ ΞP (α, ρ) = SupΛ, ω {P (α, ρ) : ∀ (α, ρ) ∈ Ξ} .Ïîçíà÷èìî ÷åðåç E�ω(Ξ; P ; Λ) ìíîæèíó âñiõ (Λ, ω)-å�åêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiââåêòîðíî-îïòèìiçàöiéíî¨ çàäà÷i (4.1)�(4.9), òîáòîE�ω(Ξ; P ; Λ) =
{

(αeff , ρeff ) ∈ Ξ : P (αeff , ρeff ) ∈ SupΛ, ω
(α, ρ)∈ Ξ P (α, ρ)

}
.Òåïåð äàìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ñòîñîâíî òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé ìíî-æèíè äîïóñòèìèõ ïàð Ξ çàäà÷i (4.9). Íåõàé τ -òîïîëîãiÿ íà

Y = RK × L2(0, T ; BV (Ω)),
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L2(0, T ;
BV (Ω)). Òîäi ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà, äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìîæíà çíàéòè â [2℄.Òåîðåìà 3. Íåõàé {(αk, ρk) ∈ Ξ

}∞
k=1

äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîïóñòèìèõïàð ó çàäà÷i (4.3)�(4.8). Òîäi çíàéäåòüñÿ ïàðà (α∗, ρ∗) ∈ Y i ïiäïîñëiäîâ-íiñòü äàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (äëÿ ÿêî¨ çáåðåæåìî ïîïåðåäíi ïîçíà÷åííÿ) òàêi,ùî
(α∗, ρ∗) ∈ Ξ, (αk, ρk)

τ→ (α∗, ρ∗),òîáòî ìíîæèíà Ξ ¹ ñåêâåíöiéíî êîìïàêòíîþ âiäíîñíî τ -çáiæíîñòi.Íàñëiäîê 1. ßêùî α ∈ A, òî âiäîáðàæåííÿ α 7→ ρ(α) ¹ íåïåðåðâíèì âiä-íîñíî òîïîëîãi¨ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi â RK òà ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó
L2(0, T ; BV (Ω)).5. Òåîðåìà iñíóâàííÿÍåõàé P̂ : [RK ×C(0, T ; BV (Ω))] → Y • � äåÿêå ðîçøèðåííÿ âiäîáðàæåííÿ

P : Ξ → L2(Ω) íà âåñü ïðîñòið RK ×L2(0, T ; BV (Ω)). Òóò ÷åðåç Y • ïîçíà÷åíî÷àñòêîâî ðîçøèðåíèé ïðîñòið Áàíàõà L2(Ω) ∪ {−∞Λ}.Îçíà÷åííÿ 12. Áóäåìî êàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ P : Ξ → L2(Ω) ¹ (Λ, τ ×ω)-íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó ((Λ, τ × ω)-íí. çâ.) ó òî÷öi (α0, ρ0) ∈ Ξ, ÿêùî
P (α0, ρ0)∈ lim supΛ, ω

(α, ρ)
τ
→(α0, ρ0)

P̂ (α, ρ).Âiäîáðàæåííÿ P ¹ (Λ, τ × ω)-íí. çâ. íà ìíîæèíi Ξ, ÿêùî P ¹ (Λ, τ × ω)-íí. çâ. íà êîæíié ïàði ç Ξ.Òâåðäæåííÿ 1. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîñòið êåðóâàííÿ L2(Ω) ÷àñòêîâî âïîðÿä-êîâàíèé çà êîíóñîì äîäàòíèõ åëåìåíòiâ Λ. Íåõàé Ξ íåïóñòà ïiäìíîæèíà çïðîñòîðó RK×L2(0, T ; BV (Ω)) i P : Ξ → L2(Ω) � çàäàíå âiäîáðàæåííÿ. ßêùîïàðà (α0, ρ0) ∈ Ξ ¹ äîâiëüíèì (Λ, ω)-å�åêòèâíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.9), òîòîäi âiäîáðàæåííÿ P : Ξ → L2(Ω) ¹ (Λ, τ × ω)-íí. çâ. íà öié ïàði.Äîâåäåííÿ. Íåõàé (α0, ρ0) ∈ E�ω(Ξ; P ; Λ). Òîäi P (α0, ρ0) ∈ SupΛ, ω
(α, ρ)∈ ΞP (α, ρ).Ç iíøîãî áîêó, P (α0, ρ0) ∈ Lτ×ω(P, α0, ρ0), òîìó P (α0, ρ0) ∈ Lτ×ω
max (P, α0, ρ0).Çâiäñè, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (6), ìà¹ìî:

P (α0, ρ0)∈ lim supΛ, ω

(α, ρ)
τ
→(α0, ρ0)

P̂ (α, ρ),ùî i äîâîäèòü òâåðäæåííÿ.Çàóâàæèìî, ùî êîíóñ äîäàòíèõ åëåìåíòiâ Λ ó ïðîñòîði L2(Ω) çàäîâîëüíÿ¹òàê çâàíó âëàñòèâiñòü Äàíiåëÿ, ÿêà îçíà÷à¹, ùî êîæíà çðîñòàþ÷à òà îáìåæåíàçâåðõó ïîñëiäîâíiñòü (òîáòî, ÿêùî i ≤ j ⇒ yi ≤Λ yj) ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî ñâîãî
(Λ, ω)-ñóïðåìóìà.



Ï�Î �ÎÇÂ'ßÇÍIÑÒÜ ÎÏÒÈÌIÇÀÖIÉÍÎ� ÇÀÄÀ×I ÍÀ ÌÅ�ÅÆI 145Îçíà÷åííÿ 13. Áóäåìî êàçàòè, ùî íåïóñòà ïiäìíîæèíà Y0 ⊂ L2(Ω) ç óïîðÿä-êîâàíèì êîíóñîì Λ ¹ íàïiâîáìåæåíîþ çâåðõó, ÿêùî êîæíà çðîñòàþ÷à ïîñëi-äîâíiñòü {yi} ⊂ Y0 ¹ îáìåæåíîþ çâåðõó.Çàóâàæåííÿ 10. Íåõàé Y0 � íàïiâîáìåæåíà çâåðõó ïiäìíîæèíà ÷àñòêîâîâïîðÿäêîâàíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó < L2(Ω), Λ >. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî åëå-ìåíòà z ∈ Y0 ïåðåòèí Y z
0 = ({z} + Λ) ∩ Y0 áóäå îáìåæåíèì çâåðõó, òîáòîiñíó¹ åëåìåíò z∗ ∈ L2(Ω) òàêèé, ùî z∗ ≤Λ y äëÿ âñiõ y ∈ Y z

0 . Îòæå, íàïiâî-áìåæåíiñòü çâåðõó ïiäìíîæèíè Y0 îçíà÷à¹ íàïiâîáìåæåíiñòü çâåðõó ¨¨ ñëàá-êîãî çàìèêàííÿ 
lωY0. Ç iíøîãî áîêó, ïîðiâíÿíî çi ñêàëÿðíèì âèïàäêîì, äëÿâåêòîðíî¨ îïòèìiçàöiéíî¨ çàäà÷i (4.9) iç ñåêâåíöiéíî τ -êîìïàêòíîþ ïiäìíî-æèíîþ Ξ òà (Λ, τ × ω)-íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó öiëüîâèì âiäîáðàæåííÿì
P : Ξ → L2(Ω), ìíîæèíà îáðàçiâ P (Ξ) ìîæå áóòè íåîáìåæåíîþ çâåðõó. Öåîçíà÷à¹, ùî ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íå iñíó¹ åëåìåíòà y ∈ L2(Ω) òàêîãî, ùî
P (Ξ) ⊂ {y∗} − Λ.Òåïåð ïåðåéäåìî äî �îðìóëþâàííÿ òà äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòóäàíî¨ ðîáîòè.Òåîðåìà 4. Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîðíî-îïòèìiçàöiéíà çàäà÷à (4.9) ¹ ðå-ãóëÿðíîþ. Íåõàé çàäàíî (Λ, τ × ω)-íí. çâ. âiäîáðàæåííÿ P : Ξ → L2(Ω).Òîäi çàäà÷à âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ (4.9) ìà¹ íåïóñòó ïiäìíîæèíó (Λ, ω)-å�åêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.Äîâåäåííÿ. Êðîê 1. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà îáðàçiâ P (Ξ) ¹ íàïiâîáìåæåíîþçâåðõó ó ñåíñi îçíà÷åííÿ (13). Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, à ñàìå: íåõàé iñíó¹ïîñëiäîâíiñòü {(αk, ρk)

}∞
k=1

∈ Ξ òàêà, ùî âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü îáðàçiâ{
yk = P (αk, ρk)

}∞
k=1

∈ P (Ξ) ¹ çðîñòàþ÷îþ (òîáòî yk ≤Λ yk+1 äëÿ ∀ k ∈ N) òàíåîáìåæåíîþ çâåðõó â ïðîñòîði L2(Ω). Òîìó ∞Λ ∈ Lω {yk}, äå ÷åðåç Lω {yk}ïîçíà÷åíî ìíîæèíó âñiõ òî÷îê çàìèêàííÿ âiäíîñíî ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ ïðî-ñòîðó L2(Ω). Çãiäíî ç òåîðåìîþ (3), ïîñëiäîâíiñòü {(αk, ρk)
}∞

k=1
∈ X∂ ¹ ñå-êâåíöiéíî τ -êîìïàêòíîþ. Òîìó ìîæåìî ââàæàòè, ùî (αk, ρk)

τ→ (α∗, ρ∗) ó
RK × L2(0, T ; BV (Ω)), äå (α∗, ρ∗) � öå äåÿêà ïàðà ç ìíîæèíè Ξ. Îñêiëüêèïîñëiäîâíiñòü {P (αk, ρk)

}∞
k=1

íåîáìåæåíà çâåðõó, òî {∞Λ} ∈ Lτ×ω
max (P, α∗, ρ∗).Òîìó, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (6), ìà¹ìî:

lim supΛ, ω

(α, ρ)
τ
→(α0, ρ0)

P (α, ρ) = {∞Λ} .Ç iíøîãî áîêó, áåðó÷è äî óâàãè (Λ, τ ×ω)-íàïiâíåïåðåðâíiñòü çâåðõó âiäîáðà-æåííÿ P , îòðèìà¹ìî:
P (α∗, ρ∗) ∈ lim supΛ, ω

(α, ρ)
τ
→(α0, ρ0)

P (α, ρ),ùî ñóïåðå÷èòü ïîïåðåäíüîìó ïðèïóùåííþ. Êðîê 1 äîâåäåíî.Êðîê 2. Äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà SupΛ, ω
(α, ρ)∈ Ξ P (α, ρ) ¹ íåïóñòîþ. Äëÿ öüîãîïîêàæåìî, ùî iñíó¹ ïðèíàéìi îäíà çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü {yk}∞k=1 ⊂ P (Ξ)òàêà, ùî yk ⇀ y∗ i

y∗ ∈ SupΛ, ω
(α, ρ)∈ Ξ P (α, ρ) = SupΛ, ω {P (α, ρ) : ∀ (α, ρ) ∈ Ξ} .
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lωP (Ξ). Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî äëÿäîâiëüíîãî îêîëó íóëÿ νω ó ñëàáêié òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L2(Ω) iñíó¹ åëåìåíò
yν ∈ 
lωP (Ξ) òàêèé, ùî

y ≤Λ y
ν òà ({yν} + Λ \ {0}) ∩ (
lωP (Ξ) \ (νω + {yν})) = ∅. (5.1)Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Íåõàé iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {yk}∞k=1 ⊂ 
lωP (Ξ) òàêà,ùî

y1 ∈ P (Ξ), yk+1 ∈ ({yk} + Λ \ {0}) ∩ (
lωP (Ξ) \ (νω + {yk})) ∀ k ∈ N.Îñêiëüêè yk+1 ∈ {yk} + Λ \ {0}, òî öÿ ïîñëiäîâíiñòü ¹ ñïàäíîþ. Áåðó÷è äîóâàãè çàóâàæåííÿ (10), îòðèìó¹ìî, ùî ìíîæèíà 
lωP (Ξ) ¹ íàïiâîáìåæåíîþçâåðõó. Îòæå, iñíó¹ åëåìåíò y∗ ∈ L2(Ω) òàêèé, ùî yk ≤Λ y∗ äëÿ âñiõ k ∈ N .Òîìó, çãiäíî ç âëàñòèâiñòþ Äàíiåëÿ, öÿ ïîñëiäîâíiñòü ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äîñâîãî (Λ, ω)-ñóïðåìóìà: yk ⇀ ỹ ∈ L2(Ω). Ïðîòå öå ñóïåðå÷èòü óìîâi, ùî
yk+1 ∈ 
lωP (Ξ)\(νω +{yν}) k ∈ N . Òàêèì ÷èíîì, âèáið çà äîïîìîãîþ ïðàâèëà(5.1) ìîæëèâèé äëÿ áóäü-ÿêîãî îêîëó νω.Íåõàé {νk}∞k=1 � ñèñòåìà ñëàáêèõ îêîëiâ íóëÿ ó ïðîñòîði L2(Ω) òàêà, ùî
νk+1 ⊂ νk äëÿ âñiõ k ∈ N , i äëÿ áóäü-ÿêîãî ñëàáêîãî îêîëó ν(0) â L2(Ω) iñíó¹íîìåð k∗ ∈ N òàêèé, ùî νk∗ ⊆ ν(0). Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è âèáðàíå ïðàâèëî(5.1), ìîæåìî ïîáóäóâàòè ïîñëiäîâíiñòü {uk}∞k=1 ⊂ 
lωP (Ξ), äå u1 � äîâiëüíèéåëåìåíò ç ìíîæèíè P (Ξ), òàêèì ÷èíîì:

uk−1 ≤Λ uk i ({uk} + Λ \ {0}) ∩ (
lωP (Ξ) \ (νk + {uk})) = ∅ ∀ k ≥ 2. (5.2)Òîìó, ç îãëÿäó íà âëàñòèâiñòü Äàíiåëÿ,{uk}∞k=1 ¹ τ -çáiæíîþ çðîñòàþ÷îþ ïîñëi-äîâíiñòþ. Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî iñíó¹ åëåìåíò
u∗ ∈ SupΛ, ω {uk ∈ 
lωP (Ξ) : ∀ k ∈ N}òàêèé, ùî uk ⇀ u∗. Î÷åâèäíî, ùî u∗ ∈ 
lωP (Ξ). Äîâåäåìî, ùî
u∗ ∈ SupΛ, ω {P (α, ρ) : ∀ (α, ρ) ∈ Ξ} .Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ åëåìåíò
q ∈ SupΛ, ω {P (α, ρ) : ∀ (α, ρ) ∈ Ξ}òàêèé, ùî u∗ ≤Λ q. Òàê ÿê uk ≤Λ u∗ äëÿ ∀ k ∈ N , òî îòðèìó¹ìî, ùî uk ≤Λ qäëÿ ∀ k ∈ N . Òîäi óìîâà (5.2) ãàðàíòó¹, ùî

({q} + Λ \ {0}) ∩ (
lωP (Ξ) \ (νk + {uk})) = ∅ ∀ k ∈ N. (5.3)Îòæå, ç óìîâè (5.3) òà ç òîãî, ùî q ∈ 
lωP (Ξ), âèïëèâà¹: q ∈ νk +{uk} ∀k ∈ N ,òîáòî uk ⇀ q ó ïðîñòîði L2(Ω). Òàêèì ÷èíîì, u∗ = q.Êðîê 3. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà âñiõ (Λ, ω)-å�åêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çà-äà÷i (4.9) E�ω(Ξ; P ; Λ) ¹ íåïóñòîþ. Íåõàé ξ áóäü-ÿêèé åëåìåíò ç ìíîæèíèSupΛ, ω
(α, ρ)∈ ΞP (α, ρ). Òîäi, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (5), iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {yk}∞k=1 ⊂

L2(Ω) òàêà, ùî yk ⇀ ξ â L2(Ω). Çàäàìî ïîñëiäîâíiñòü {(αk, ρk)
}∞

k=1
∈ Ξ ÿê:
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(αk, ρk) = P−1(yk) äëÿ âñiõ k ∈ N . Îñêiëüêè ìíîæèíà Ξ ¹ ñåêâåíöiéíî τ -êîìïàêòíîþ (äèâ. 3), òî áóäåìî ââàæàòè, ùî iñíó¹ ïàðà

(α0, ρ0) ∈ Ξ : (αk, ρk)
τ→ â Y.Òîìó ξ ∈ Lτ×ω(P, α0, ρ0), i îòðèìó¹ìî, ùî

Lτ×ω(P, α0, ρ0) ∩ SupΛ, ω
(α, ρ)∈ Ξ P (α, ρ) 6= ∅.Òîäi, â ñèëó (Λ, τ × ω)-íí. çâ. âiäîáðàæåííÿ P íà Ξ òà îçíà÷åííÿ (6), ìà¹ìî:

P (α0, ρ0) ∈ SupΛ, ω
(α, ρ)∈ Ξ P (α, ρ) = Lτ×ω(P, α0, ρ0) ∩ SupΛ, ω

(α, ρ)∈ Ξ P (α, ρ).Òàêèì ÷èíîì, ç îäíîãî áîêó,
P (α0, ρ0) ∈ Lτ×ω(P, α0, ρ0),çâiäêè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü
P (α0, ρ0) = ξ = lim

k→∞
yk.Ç iíøîãî áîêó, ξ ∈ SupΛ, ω
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