
ISSN � 9125 0912. ÂIÑÍÈÊ ÄÍÓ. Ñåðiÿ "Ìîäåëþâàííÿ". � 8. 2010. Âèï. 2. C. 90�102Ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿòà òåîði¨ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíüÓÄÊ 519.863:534ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÝÊÑÒ�ÅÌÓÌÀ Â ÇÀÄÀ×ÅÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎÉ ÂÈÁ�ÎÑÈÑÒÅÌÛÂ. Í. ÁîãîìàçÄíåïðîïåòðîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Îëåñÿ �îí÷àðà,Äíåïðîïåòðîâñê, 49050. E-mail: wbogomas�i.uaÏðèâåäåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â çàäà÷å îïòèìèçàöèè ðàáî-òû êîíñòðóêöèè âèáðîñèñòåìû, âñòðîåííîé â óïëîòíÿþùóþ ìàøèíó êàòêîâîãîòèïà.Êëþ÷åâûå ñëîâà. Âèáðîñèñòåìà, óñëîâíàÿ îïòèìèçàöèÿ, íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðå-ìóìà.1. ÂâåäåíèåÏåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì èíòåíñè�èêàöèè ìíîãèõ òåõíîëîãè÷åñêèõïðîöåññîâ â ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ ïðîìûøëåííîñòè ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèåâèáðàöèîííîé òåõíèêè. Îáëàñòü èñïîëüçîâàíèÿ âèáðàöèîííûõ ìàøèí äîâîëü-íî øèðîêà è èìååò óñòîé÷èâóþ òåíäåíöèþ ê äàëüíåéøåìó ðîñòó. Â âèáðî-ìàøèíàõ áîëüøîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë èíåðöèîííûé ïðèâîä áëàãîäàðÿïðîñòîòå è âîçìîæíîñòè íàõîäèòü çíà÷èòåëüíûå âîçìóùàþùèå ñèëû ïðè îò-íîñèòåëüíî íåáîëüøèõ ðàçìåðàõ è ìàññàõ ñîñòàâëÿþùèõ óçëîâ.Êàê èçâåñòíî, ñåãîäíÿ ïðè óïëîòíåíèè ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ (ãðóíòà, áå-òîíà è ò. ï.) î÷åíü øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ìàøèíû äèíàìè÷åñêîãî äåéñòâèÿ ñäåáàëàíñíûì ïðèâîäîì (âèáðîêàòêè, âèáðîïëèòû, âèáðîïëîùàäêè). Äëÿ êà-÷åñòâåííîãî óïëîòíåíèÿ ìàòåðèàëîâ î÷åíü âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíà âîç-ìóùàþùåé ñèëû è çàêîí åå èçìåíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿðåæèìà ðàáîòû ìàøèíû äëÿ êà÷åñòâåííîãî óïëîòíåíèÿ íåêîòîðîé ñðåäû öå-ëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü êàê çàäà÷ó îïòèìèçàöèè.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìèçàöèèÂ äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà íîâàÿ êîíñòðóêöèÿ âèáðîñèñòåìû, âñòðîåí-íîé â âèáðîêàòîê. Ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåäëîæåííîé âèáðîñèñòåìû ñ èíåð-öèîííûìè ïðèâîäàìè èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 1.Âèáðîñèñòåìà ñîñòîèò èç çàäàííîãî �èêñèðîâàííîãî ÷èñëà n äåáàëàíñîâ 2,çàêðåïëåííûõ íà âîäèëå 3, êîòîðîå ìîæåò âðàùàòüñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîäîëü-íîé îñè âàëüöà 1. Ïðè ýòîì çâåíüÿ âîäèëà æåñòêî ñêðåïëåíû ìåæäó ñîáîé.Âîäèëî è äåáàëàíñû èìåþò íåçàâèñèìûå èíäèâèäóàëüíûå ïðèâîäû.Îáîçíà÷èì óãîë ïîâîðîòà öåíòðà ìàññ i-ãî äåáàëàíñà îòíîñèòåëüíî âåð-òèêàëüíîé îñè ÷åðåç ψi, à óãîë ïîâîðîòà ïåðâîãî çâåíà âîäèëà � γ1. Ïîñêîëüêó
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ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÝÊÑÒ�ÅÌÓÌÀ 91áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ äâèæåíèå ñèñòåìû íà íåêîòîðîì �èêñèðîâàííîì îò-ðåçêå âðåìåíè [0, T ] ïðè çàðàíåå çàäàííîì T , òî öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòüýòè âåëè÷èíû êàê �óíêöèè âðåìåíè, ò. å., ψi(t) è γ1(t).

�èñ. 1. Ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü îáúåêòàÏðè ñîçäàíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè âèáðîñèñòåìû ââåäåì íåêîòîðûåóïðîùåíèÿ: 1) ìîìåíòû òðåíèÿ âî âðàùàòåëüíûõ ïàðàõ ðàâíû íóëþMTp = 0;2) âàëåö ñî âñòðîåííîé âèáðîñèñòåìîé íàõîäèòñÿ â ïîêîå âî âðåìÿ ðàáîòû
vA = 0 ∀t ∈ [0, T ]; 3) öåíòðû ìàññ çâåíüåâ âîäèëà ëåæàò íà èõ ãåîìåòðè-÷åñêèõ ñåðåäèíàõ; 4) âèáðîñèñòåìà íà÷èíàåò ðàáîòàòü èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ èíà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ψi(0) = γ1(0) = 0 ∀i ∈ [1, n].Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñèñòåìû èñïîëüçîâàëèñü äè��å-ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà 2-ãî ðîäà. Â ðåçóëüòàòå èõ ïðèìåíåíèÿïîëó÷åíà ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:




ẋ1 = xn+2;
... ;

ẋn+1 = x2n+2;
ẋn+2 = 1

I1∂
[u1 + k1 sinx1 − C1 sin(xn+1 − x1)x

2
2n+2];

... ;
ẋ2n+1 = 1

In∂
[un + kn sinxn − Cn sin(xn+1 + λ(n− 1) − xn)x2

2n+2];

ẋ2n+2 = 1
M(x) [x

2
2n+2

n∑
i=1

Ci sin(βi − xi)−

−2x2n+2

n∑
i=1

Ci sin(βi − xi)xn+1+i + un+1+

+
n∑

i=1
Ni sin(βi) +

n∑
i=1

Pi[Ri sin(βi) + ri sinxi)]],

(2.1)
ãäå x = {ψ1, ..., ψn, γ1, ψ̇1, ..., ψ̇n, γ̇1} � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû;
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ψ̇i � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ i-ãî äåáàëàíñà;
γ̇1 � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âîäèëà;
u = (u1, ..., un+1) � âåêòîð óïðàâëåíèé ñèñòåìû;
ui � ìîìåíò âðàùåíèÿ ïðèâîäà i-ãî äåáàëàíñà, i = 1, ..., n;
un+1 � ìîìåíò âðàùåíèÿ ïðèâîäà âîäèëà;
λ = 2π

n � óãîë ìåæäó ñîñåäíèìè çâåíüÿìè âîäèëà (ïðèíèìàåòñÿ îäèíàêî-âûì äëÿ âñåõ ïàð ñîñåäíèõ çâåíüåâ âîäèëà);
mi � ìàññà i-ãî äåáàëàíñà;
mizv � ìàññà i-ãî çâåíà âîäèëà;
Ri � äëèíà i-ãî çâåíà âîäèëà;
ri � ýêñöåíòðèñèòåò i-ãî äåáàëàíñà;
Iizv =

mizvR2
i

3 � ìîìåíò èíåðöèè i-ãî çâåíà âîäèëà îòíîñèòåëüíî îñè âðà-ùåíèÿ âîäèëà;
Ii∂ =

mi(R2
i +2r2

i )
2 � ìîìåíò èíåðöèè i-ãî äåáàëàíñà îòíîñèòåëüíî îñè, ïðî-õîäÿùåé ÷åðåç öåíòð åãî èíåðöèè;

L2
i (x) = R2

i +r2i +2Riri cos(βi −xi) � êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îò îñè âðàùåíèÿâîäèëà äî öåíòðà èíåðöèè i-ãî äåáàëàíñà;
βi = xn+1 + λ(i− 1) � óãîë ïîâîðîòà i-ãî çâåíà âîäèëà;
Ci = miRiri, ki = migri, Ni = mizvg

Ri

2 , M(x) =
n∑

i=1
(Iizv + miL

2
i (x)), Pi =

mig.Âñþäó äàëåå ïðåäïîëîæèì îòñóòñòâèå ñëó÷àéíûõ âíåøíèõ �àêòîðîâ íàñèñòåìó. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âèáðîñèñòåìû ïðåäñòàâëÿþòñîáîé ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �àçîâûå êîîðäèíàòû ñèñòåìû x(·) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòà-ìè ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà H1(0, T,R2n+2), à óïðàâëåíèÿ u(·) � ýëåìåíòàìèïðîñòðàíñòâà ñóììèðóåìûõ â êâàäðàòå �óíêöèé L2(0, T,R
n+1).Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþùèå ïðèâîäû ìîãóò ðàçãîíÿòü äåáàëàíñû äî íåêî-òîðîãî êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè, ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ �àçîâûõ òðàåê-òîðèé èìååò âèä:

X∂ =
{
x ∈ H1(0, T,R2n+2) : αmin ≤ xi(t) ≤ αmax, αmin < 0, αmax > 0,

∀i ∈ [n+ 2, 2n + 2],∀t ∈ [0, T ]} . (2.2)Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþùèå ïðèâîäû ìîãóò îáëàäàòü îãðàíè÷åííûì ìîìåí-òîì âðàùåíèÿ, òî çà ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ïðèìåì
U∂ =

{
u ∈ L2(0, T,R

n+1) : mmin ≤ ui(t) ≤ mmax,mmin < 0,mmax > 0,

∀i ∈ [n+ 1, n + 1],∀t ∈ [0, T ]} . (2.3)Âñå x ∈ X∂ äàëåå áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûìè ñîñòîÿíèÿìè ñèñòåìû, à�óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ u ∈ U∂ ,� äîïóñòèìûìè óïðàâëåíèÿìè.Âñþäó äàëåå ïàðó (x, u) íàçîâåì ïðîöåññîì óïðàâëåíèÿ, à ìíîæåñòâî äîïó-ñòèìûõ ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ îáîçíà÷èì
Ξ = {(x, u) ∈ X∂ × U∂ : óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (2.1)} .Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â îáîçíà÷åíèÿõ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû èìåþò âèä

xi(0) = 0,∀i ∈ [1, 2n + 2].



ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÝÊÑÒ�ÅÌÓÌÀ 93Äëÿ äîñòèæåíèÿ ý��åêòà óâåëè÷åíèÿ âåñà ìàøèíû íà âñåì çàäàííîìïðîìåæóòêå âðåìåíè çàäàåìñÿ öåëüþ íàéòè òàêîé âåêòîð óïðàâëåíèé u =
(u1, ..., un+1), îáåñïå÷èâàþùèé ðåæèì ðàáîòû âèáðîñèñòåìû, êîãäà ñóììàð-íàÿ âîçìóùàþùàÿ ñèëà íåïîëîæèòåëüíà íà âñåì çàäàííîì ïðîìåæóòêå âðå-ìåíè [0, T ].Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèì �óíêöèîíàë êà÷åñòâà êàê ñðåäíåå çíà÷åíèåâîçìóùàþùåé ñèëû (ñóììàðíîé ñèëû èíåðöèè, âîçíèêàþùåé ïðè âðàùåíèèäåáàëàíñîâ è âîäèëà) íà çàäàííîì �èêñèðîâàííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, T ].Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà èìååò âèä:

B(x(·), ẋ(·)) =
1

T

T∫

0

L(x(·), ẋ(·)) dt, (2.4)ãäå
L(x(·), ẋ(·)) =

n∑

i=1

(mi[x
2
2n+2Ri cosxn+1+

+ẋ2n+2Ri sinxn+1 + x2
n+i+1ri cos xi + ẋn+i+1ri sinxi+

+miçâRi

2
[ẋ2n+2 sin(xn+1 + λ(i− 1)) + x2

2n+2 cos(xn+1 + λ(i− 1))]).Ôèçè÷åñêèé ñìûñë çàäà÷è îïòèìèçàöèè: íàéòè çàêîíû èçìåíåíèÿ ìîìåí-òîâ âðàùåíèÿ äåáàëàíñîâ è âîäèëà, ãäå çíà÷åíèÿ ìîìåíòîâ èçìåíÿþòñÿ â äî-ïóñòèìûõ ïðåäåëàõ è ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèÿì óãëîâûõ ñêîðîñòåé â çàäàííûõäîïóñòèìûõ ïðåäåëàõ, ïðè êîòîðûõ ñðåäíåå çíà÷åíèå âîçìóùàþùåé ñèëû íàçàäàííîì �èêñèðîâàííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, T ] ìèíèìàëüíî.Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïòèìèçàöèè èìååò âèä:
inf

(x,u)∈Ξ
B(x(·), ẋ(·)),Ξ ⊂ H1(0, T,R2n+2) × L2(0, T,R

n+1)ïðè xi(0) = 0,∀i ∈ [1, 2n + 2]. (2.5)Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ â çàäà÷å (2.5) äîêàçàíî â ñòàòüå [1℄.3. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â ïîñòàâëåííîé çàäà÷åîïòèìèçàöèèÏðåäñòàâèì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ �àçîâûõ òðàåêòîðèé X∂ â âèäå ñè-ñòåìû íåðàâåíñòâ òàêîãî òèïà:
gm(x(t)) = xm(t)−αmax ≤ 0, gk(x(t)) = αmin − xk(t) ≤ 0 k,m ∈ [n+ 2, 2n+ 2].Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçóåì çàäà÷ó (2.5) ê âèäó:

B(x(·), ẋ(·)) =
1

T
·

T∫

0

L(x(·), ẋ(·)) dt → inf, (3.1)
ẋ = f(x, u), (3.2)

gm(x(t)) ≤ 0, gk(x(t)) ≤ 0 m,k ∈ [n+ 2, 2n + 2], (3.3)
u ∈ U∂ , (3.4)

xi(0) = 0,∀i ∈ [1, 2n + 2]. (3.5)



94 Â. Í. ÁÎ�ÎÌÀÇÒàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (3.1)�(3.5) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî óïðàâ-ëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé ñ �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ñ çàêðåïëåííûìâðåìåíåì, ñî ñâîáîäíûì ïðàâûì êîíöîì �àçîâîé òðàåêòîðèè.�àññìîòðèì ïîäûíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ �óíêöèîíàëà êà÷åñòâà êàê îòîá-ðàæåíèå L : R
2n+2×R

2n+2 −→ R è íàéäåì åå ïðîèçâîäíûå ïî xj ∀j ∈ [1, 2n+2].Î÷åâèäíî, ÷òî L(x(·), ẋ(·)) ∈ C(R2n+2 × R
2n+2).Ïðîèçâîäíûå îòîáðàæåíèÿ L : R

2n+2 × R
2n+2 −→ R ïî ïåðåìåííûì xj

∀j ∈ [1, 2n + 2] èìåþò âèä:
Lxj

= (mj[x
2
n+j+1rj sinxj − ẋn+j+1rj cos xj]),∀j ∈ [1, n]; (3.6)

Lxj
= −

n∑

i=1

(mi[−x2
2n+2Ri sinxn+1 + ẋ2n+2Ri cos xn+1+

+miçâRi

2
[ẋ2n+2 cos(xn+1 + λ(i− 1))−

− x2
2n+2 sin(xn+1 + λ(i− 1))]), j ∈ {n+ 1} ; (3.7)

Lxj
= 2mjxjrj−n−1 cos xj−n−1,∀j ∈ [n+ 2, 2n + 1]; (3.8)

Lxj
= −

n∑

i=1

[(mi[2x2n+2Ri cos xn+1+

+miçâRi

2
(2x2n+2 cos(xn+1 + λ(i− 1)))], j ∈ {2n+ 2} . (3.9)ßñíî, ÷òî Lxj

(x(·), ẋ(·)) ∈ C(R2n+2 × R
2n+2), j ∈ [1, 2n + 2].�àññìîòðèì ïðàâûå ÷àñòè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.1).Î÷åâèäíî, ÷òî f(x, u) ∈ C(R2n+2 × R

n+1). Ïåðâûå n + 1 óðàâíåíèé ñèñòåìû(2.1) èìåþò âèä fi(x, u) = xi+n+1, ∀i ∈ [1, n + 1].Î÷åâèäíî, ÷òî
fixj

(x, u) = 0,∀j 6= n+ 1 + i,∀i ∈ [1, n + 1],

fixj
(x, u) = 1,∀j = n+ 1 + i,∀i ∈ [1, n + 1]. (3.10)Çíà÷èò, fixj

(x, u) ∈ C(R2n+2 ×Rn+1) ∀i ∈ [1, n + 1].�àññìîòðèì ïðàâûå ÷àñòè fi(x, u) ∀i ∈ [n+ 2, 2n + 1]. Îíè èìåþò âèä:
fi(x, u) =

1

Ii−n−1

[
ui−n−1 + ki−n−1 sinxi−n−1−

− Ci−n−1 sin(xn+1 − xi−n−1)x
2
2n+2].Òàêèì îáðàçîì, ∀j ∈ Φi(j), ãäå

Φi(j) = {j ∈ N : j ∈ [1, n + 1) ∪ (n + 1, 2n + 1], j 6= i− n− 1} ,èìååì fixj
(x, u) = 0 ∀i ∈ [n+ 2, 2n + 1].Äðóãèå ñëó÷àè:
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fj+n+1,xj

(x, u) =
1

Ij,∂
[uj + kj cos xj − Cj cos(xn+1 − xj)x

2
2n+2]; (3.11)� åñëè j = {n+ 1}, òî

fixj
(x, u) =

1

Ii−n−1,∂
[−Ci−n−1 cos(xn+1 − xi−n−1)x

2
2n+2]; (3.12)� åñëè j = {2n+ 2}, òî

fixj
(x, u) =

1

Ii−n−1,∂
[−2Ci−n−1 sin(xn+1 − xi−n−1)x2n+2]. (3.13)�àññìàòðèâàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïðîèçâîä-íûå íåïðåðûâíû fixj

(x, u) ∈ C(R2n+2 ×Rn+1) ∀i ∈ [n+ 2, 2n + 1].�àññìîòðèì fi(x, u) ïðè i = {2n+ 2}. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
M(x) =

n∑

i=1

(Iizv +miL
2
i (x)), L

2
i (x) = R2

i + r2i + 2Ri · ri · cos(βi − xi),çàâèñèò òîëüêî îò xi ∀i ∈ [1, n + 1] è Ci, Ni, ki, Pi − const, ïðîèçâîäíûå ïî xjèìåþò âèä:� åñëè j ∈ [1, n], òî
f2n+2,xj

(x, u) =

(
1

M(x)

)

xj

· Λ(x, u) +

(
1

M(x)

)
· (K1(x, u)), (3.14)ãäå

Λ(x, u) = (−x2
2n+2

n∑

i=1

Ci sin(βi − xi)−

− 2x2n+2

n∑

i=1

Ci sin(βi − xi)xn+1+i + un+1+

+

n∑

i=1

Ni sin(βi) +

n∑

i=1

Pi[Ri sin(βi) + ri sinxi)),

K1(x, u) = (−x2
2n+2Cj sin(βj − xj)+

+ 2x2n+2Cj sin(βj − xj)xn+1+j + Pjrj sinxj));� åñëè j = {n+ 1}, òî
fixj

(x, u) =

(
1

M(x)

)

xj

Λ(x, u) +

(
1

M(x)

)
(K2(x, u)), (3.15)
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K2(x, u) = (−x2

2n+2

n∑

i=1

Ci cos(βi − xi)−

− 2x2n+2

n∑

i=1

Ci cos(βi − xi)xn+1+i + un+1+

+

n∑

i=1

Ni cos(βi) +

n∑

i=1

Pi[Ri cos(βi)));� j ∈ [n+ 2, 2n + 1], òî
fixj

(x, u) =

(
1

M(x)

)
(−2x2n+2Cj sin(xn+1+λ(j−n−2)−xj−n−1)); (3.16)� åñëè j = {2n+ 2}, òî

fixj
(x, u) =

(
1

M(x)

)
(−x2n+2

n∑

i=1

Ci sin(βi − xi)−

− 2
n∑

i=1

Ci sin(βi − xi)xn+1+i). (3.17)Ïîñêîëüêó âñåãäà M(x) > 0, òî ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî
fixj

(x, u) ∈ C(R2n+2 × R
n+1) ïðè i = {2n+ 2}.Ïîñêîëüêó �óíêöèè

gm : R
2n+2 → R

2n+2 è gk : R
2n+2 → R

2n+2

∀m,k ∈ [n + 2, 2n + 2] ëèíåéíû îòíîñèòåëüíî xm è xk, òî îíè íåïðåðûâíû èíåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìû ïî xm è xk.Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé U∂ âêëþ÷åíî â êëàññèçìåðèìûõ îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé íà [0, T ], ïîñêîëüêó U∂ ⊂ L2(0, T,R
n+1).Çàìåòèì, ÷òî äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèé è îòîáðàæåíèé ïî t íå òðåáóåò-ñÿ. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèÿ

L : R
2n+2 × R

2n+2 → R, f : R
2n+2 × R

n+1 → R
2n+2,

gm : R
2n+2 → R

2n+2 è gk : R
2n+2 → R

2n+2íåïðåðûâíû è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìû ïî xj , òî â çàäà÷å (3.1)�(3.5)íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíò-ðÿãèíà äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïðèçàêðåïëåííîì âðåìåíè, äîêàçàííûé è èçëîæåííûé â [2℄.Ââåäåì �óíêöèþ Ïîíòðÿãèíà â âèäå:
H(t, x, ẋ, u, p, λ) = (p, f(x, u))R2n+2 − λL(x, ẋ). (3.18)
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Γ(t, x, ẋ, p, λ) = sup

u∈U
H(t, x, ẋ, u, p, λ). (3.19)Ïåðåä òåì êàê ïåðåéòè ê �îðìóëèðîâêå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, íàïîìíèìíåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 1. [4℄ Ìåðà µ íà X íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè äëÿ ëþáîãîìíîæåñòâà A ⊂ X ñóùåñòâóåò µ-èçìåðèìîå ìíîæåñòâî B òàêîå, ÷òî A ⊂ B è

µ(A) = µ(B).Îïðåäåëåíèå 2. [4℄ Ôóíêöèÿ f ∈ L1(U) èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà
U ⊂ R

n, åñëè sup{∫
U

fdivϕdx : ϕ ∈ C1
c (U ; Rn), |ϕ| ≤ 1

}
<∞.Òåîðåìà 1. (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [2℄): Ïóñòü (x∗, u∗) � îï-òèìàëüíûé ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ â çàäà÷å (3.1)�(3.5). Òîãäà ñóùåñòâóþò íåðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ ÷èñëî λ ≥ 0, âåêòîðû l0 ∈ R

2n+2, l1 ∈ R
2n+2,âåêòîð-�óíêöèÿ p(·) : [0, T ] → R

2n+2 è íåîòðèöàòåëüíûå ðåãóëÿðíûå ìåðû
µk, µm, m,k ∈ [n + 2, 2n + 2] íà [0, T ], ñîñðåäîòî÷åííûå ñîîòâåòñòâåííî íàìíîæåñòâàõ

Tk = {t ∈ [0, T ] : gk(x∗(t)) = 0} è Tm = {t ∈ [0, T ] : gm(x∗(t)) = 0}òàêèå, ÷òî:a) âåêòîð-�óíêöèÿ p(·) : [0, T ] → R
2n+2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëü-íîãî óðàâíåíèÿ

p(t) = −h′∗
1 (x∗(T ))l1 +

T∫

0

Hx((τ, x∗(τ), u∗(τ), p(τ), λ) dτ−

−
2n+2∑

k=n+2

T∫

t

gkx dµk −
2n+2∑

m=n+2

T∫

t

gmx dµm, (3.20)è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
p(0) = −h′∗

0 (x∗(0))l0; (3.21)á) ïî÷òè ïðè âñåõ t ∈ [0, T ] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
Γ(t, x∗(t), ẋ∗(t), p(t), λ) = H(t, x∗(t), ẋ∗(t), x∗(t), p(t), λ). (3.22)Îòìåòèì,÷òî �óíêöèÿ p(·) èç-çà íàëè÷èÿ �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé è ïðèñóò-ñòâèÿ â óðàâíåíèè (3.20) èíòåãðàëîâ ïî ìåðàì µk, µm ìîæåò èìåòü ðàçðûâû.Îäíàêî îíà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, íåïðåðûâíîéñëåâà, ïîñêîëüêó ìåðû µk, µm � ðåãóëÿðíû (ïî óñëîâèþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìàÏîíòðÿãèíà).Ïðèìåíèì ñ�îðìóëèðîâàííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà ê çàäà÷å (3.1)�(3.5).Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî â óðàâíåíèè (3.20) ñëàãàåìîå h′∗

1 (x∗(T ))l1 = 0 èç-çàïðåäïîëîæåíèÿ î ñâîáîäíîì ïðàâîì êðàå �àçîâûõ òðàåêòîðèé.



98 Â. Í. ÁÎ�ÎÌÀÇÓñëîâèå (3.21) äëÿ çàäà÷è (3.1)�(3.5) èìååò âèä pi(0) = const ∀i ∈ [1, 2n+
2]. �àññìîòðèì ïðîèçâîäíûå �óíêöèè

H(t, x, ẋ, u, p, λ) = (p, f(x, u))R2n+2 − λL(x, ẋ)äëÿ ðàçëè÷íûõ xj è j ∈ [1, 2n + 2]:� åñëè j ∈ [1, n], òî
Hxj

= pj=i−n−1f
1
jxj

(x, u) + p2n+2f
2
2n+1,xj

(x, u) − λLxj
, (3.23)ãäå f1

jxj
(x, u) ïðèíèìàåò âèä (3.11), f2

jxj
(x, u) ïðèíèìàåò âèä (3.14), Lxjïðèíèìàåò âèä (3.6);� åñëè j = {n+ 1}, òî

Hxj
=

2n+1∑

i=n+2

pif
1
ixj

(x, u) + p2n+2f
2
2n+2xj

(x, u) − λLxj
; (3.24)ãäå f1

jxj
(x, u) ïðèíèìàåò âèä (3.12), f2

jxj
(x, u) ïðèíèìàåò âèä (3.15), Lxjïðèíèìàåò âèä (3.7);� åñëè j ∈ [n+ 2, 2n + 1], òî

Hxj
= pj=i−n−1 + p2n+2f

2
2n+2xj

(x, u) − λLxj
, (3.25)ãäå f2

jxj
(x, u) ïðèíèìàåò âèä (3.16),Lxj

ïðèíèìàåò âèä (3.8);� åñëè j = {2n+ 2}, òî
Hxj

= pi=j−n−1 +

2n+1∑

i=n+2

pif
1
ixj

(x, u) + p2n+2f
2
2n+2xj

(x, u) − λLxj
, (3.26)ãäå f1

jxj
(x, u) ïðèíèìàåò âèä (3.13), f2

jxj
(x, u) ïðèíèìàåò âèä (3.17), Lxjïðèíèìàåò âèä (3.9).�àññìîòðèì �óíêöèè gm(x(t)) ≤ 0, gk(x(t)) ≤ 0 m,k ∈ [n + 2, 2n + 2]. Èõïðîèçâîäíûå ðàâíû:

gmxj
(x(t)) = gkxj

(x(t)) = 0 ∀m,k 6= jè
gmxj

(x(t)) = gkxj
(x(t)) = 1 ∀m,k = j.Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (3.20) èìååò âèä:� åñëè j ∈ [1, n], òî

pj(t) =

T∫

t

Hxj
(τ, x∗(τ), u∗(τ), p(τ), λ) dτ, (3.27)ãäå Hxj

(τ, x∗(τ), u∗(τ), p(τ), λ) ïðèíèìàåò âèä (3.23);
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pj(t) =

T∫

t

Hxj
(τ, x∗(τ), u∗(τ), p(τ), λ) dτ, (3.28)ãäå Hxj

(τ, x∗(τ), u∗(τ), p(τ), λ) ïðèíèìàåò âèä (3.24);� åñëè j ∈ [n+ 2, 2n + 1], òî
pj(t) =

T∫

t

Hxj
(τ, x∗(τ), u∗(τ), p(τ), λ)dτ −

T∫

t

dµk=j −
T∫

t

dµm=j , (3.29)ãäå Hxj
(τ, x∗(τ), u∗(τ), p(τ), λ) ïðèíèìàåò âèä (3.25);� åñëè j = {2n+ 2}, òî

pj(t) =

T∫

t

Hxj
(τ, x∗(τ), u∗(τ), p(τ), λ) dτ −

T∫

t

dµk=j −
T∫

t

dµm=j , (3.30)ãäå Hxj
(τ, x∗(τ), u∗(τ), p(τ), λ) ïðèíèìàåò âèä (3.26).Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî, åñëè ðåøåíèå (x∗, u∗) íå âûõîäèò íà îãðàíè÷åíèå,òîãäà µk, µm = 0 ∀m,k ∈ [n + 2, 2n + 2]. Åñëè ðåøåíèå âûõîäèò íà ãðàíèöó âíåêîòîðîé òî÷êå τ ∈ [0, T ], òîãäà µk, µm � òî÷å÷íûå ìåðû Äèðàêà. Åñëè æåðåøåíèå âûõîäèò íà ãðàíèöó íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå [τ1, τ2] ⊂ [0, T ],òî

τ2∫

τ1

dµk = µk(τ1, τ2) è τ2∫

τ1

dµm = µm(τ1, τ2), ∀m,k ∈ [n+ 2, 2n + 2].�àññìîòðèì óñëîâèå (3.25): èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà �óíêöèèH ïî u ∈ Rn+1ïîëó÷èì, ÷òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
uj =

{
mmax, pj(t) > 0,

mmin, pj(t) < 0,∀j ∈ [1, n + 1].
(3.31)Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíûå ïðîöåññû â çàäà÷å (3.1)�(3.5) äîëæíû óäîâ-ëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì (3.26)�(3.30) è óñëîâèÿì (3.31).Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âèáðîñèñòåìó âûøåïðèâåäåííîé êîíñò-ðóêöèè ñ äâóìÿ äåáàëàíñàìè n = 2. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèíàìèêó ñèñòåìûíà ïðîòÿæåíèè îòðåçêà âðåìåíè [0, 2π]. Ìàññû äåáàëàíñîâ m = m1 = m2 =

2 êã, ìàññû çâåíüåâ âîäèëàmzv = m1zv = m2zv = 3 êã, äëèíà çâåíüåâ R = R1 =
R2 = 0, 4 ì, ýêñöåíòðèñèòåòû äåáàëàíñîâ r = r1 = r2 = 0, 05 ì, ïðåäåëüíîäîïóñòèìûå óãëîâûå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ äåáàëàíñîâ è âîäèëà â öåëîì αmax =
−αmin = 15 c−1, ìàêñèìàëüíûå ìîìåíòû âðàùåíèÿ ïðèâîäîâ äåáàëàíñîâ èâîäèëà â öåëîì mmax = −mmin = 2 Íì.



100 Â. Í. ÁÎ�ÎÌÀÇÇàìå÷àíèå 1. Ïîñêîëüêó â ïðèìåðå ÷åòíîå êîëè÷åñòâî äåáàëàíñîâ, òî ïîä-ûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íåñêîëüêî óïðîùàåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî âîçìóùàþ-ùèå ñèëû îò âðàùåíèÿ çâåíüåâ âîäèëà êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà.Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèîíàë (3.1) áóäåò èìåòü âèä:
B(x(·), ẋ(·)) =

1

2π

2π∫

0

[2mR(x2
6 cos x3 + ẋ6 sinx3)+

+mr(x2
4 cos x1 + ẋ4 sinx1 + x2

5 cos x2 + ẋ5 sinx2)]dt.Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïîëó÷èì,÷òî èñêîìûå óïðàâëåíèÿ u1, u2, u3 èìåþò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñóíêå 2.
76543210

2

1

0

−1

−2

t(a) Ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ
u1(t)

76543210

2

1

0

−1

−2

t(b) Ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ
u2(t)

76543210

1.0

0.5

0.0

−0.5

−1.0

t(
) Ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ
u3(t)�èñ. 2. Ôóíêöèè óïðàâëåíèÿÏðè äåéñòâèè íà âàëû äåáàëàíñîâ è âîäèëà íàéäåííûõ ìîìåíòîâ âðàùå-íèÿ u1, u2, u3 �àçîâûå êîîðäèíàòû x1, x2, x3, x4, x5, x6 èçìåíÿþòñÿ ïî êðèâûì,ïîêàçàííûì íà ðèñóíêå 3.Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàéäåííîé âåêòîð-�óíêöèè óïðàâëåíèÿ

u = (u1, u2, u3)ñóììàðíàÿ ñèëà èíåðöèè ïðè âðàùåíèè äåáàëàíñîâ è âîäèëà èìååò âèä, ïðåä-ñòàâëåííûé íà ðèñóíêå 4.



ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÝÊÑÒ�ÅÌÓÌÀ 101
765

10

4

−10

3210

x

5

0

−5

t
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(d) Ôóíêöèÿ �àçîâîé êîîðäèíà-òû x4(t)
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(e) Ôóíêöèÿ �àçîâîé êîîðäèíàòû
x5(t)

765

4

43210

x

8

6

2

0

t(f) Ôóíêöèÿ �àçîâîé êîîðäèíàòû
x6(t)�èñ. 3. Ôóíêöèè �àçîâûõ êîîðäèíàò�àññìàòðèâàÿ êðèâóþ èçìåíåíèÿ ñóììàðíîé âîçìóùàþùåé ñèëû, ïðèõî-äèì ê âûâîäó, ÷òî ñðåäíåå åå çíà÷åíèå íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíèîòðèöàòåëüíî, íî, êàê âèäíî èç ðèñóíêà 4, åñòü íåñêîëüêî îòðåçêîâ âðåìåíè,ãäå L(x(·), ẋ(·)) > 0, ò. å., íåò ý��åêòà óâåëè÷åíèÿ âåñà ìàøèíû íà âñåì çà-äàííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè ê íîâîéïîñòàíîâêå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ðåæèìà ðàáîòû âèáðîñèñòåìû ïðåäëîæåííîé
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�èñ. 4. Ôóíêöèÿ ñóììàðíîé âîçìóùàþùåé ñèëû L(t)4. ÂûâîäûÒàêèì îáðàçîì, â ñòàòüå âûâåäåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè âçàäà÷å îïòèìèçàöèè ðàáîòû ìåõàíè÷åñêîé âèáðîñèñòåìû, êîòîðàÿ ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè ñîñêàëÿðíûì �óíêöèîíàëîì êà÷åñòâà.Áèáëèîãðà�è÷åñêèå ññûëêè1. Áîãîìàç Â. Í. Îá îäíîé çàäà÷å îïòèìèçàöèè ìåõàíè÷åñêîé âèáðîñèñòåìû //Ïèòàííÿ ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè òà ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, Çá. íàóê. ïð.�Äíiïðîïåòðîâñüê : ÄÍÓ, 2010. � Ñ. 16�32.2. Èî��å À.Ä., Òèõîìèðîâ Â.Ì. Òåîðèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ // Ì. : Íàóêà,1974. � C. 480.3. Âàñèëüåâ Ô.Ï. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. // Ì. : Íàóêà, 1981. �C. 400.4. Ýâàíñ Ë.Ê., �àðèåïè �.Ô. Òåîðèÿ ìåðû è òîíêèå ñâîéñòâà �óíêöèè // Íîâîñè-áèðñê : Íàó÷íàÿ êíèãà, 2002. � C. 207. Íàäiéøëà äî ðåäàêöi¨ 01.04.2010


